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Ejercicio n” 3 de la opcién A de septiembre de 2007

Ejercicio 3. Sea | la matriz identidad de orden 2 y

b

(a) [1'25 puntos] Encuentra los valores de m para los cuales se cumple que (A — I)2 = 0, donde O es la matriz nula
de orden 2

(b) [1'25 puntos] Para m = 2,halla la matriz X tal que AX — 2A" = O, donde A" denota la matriz traspuesta de A.
SOLUCION:

(a)

A-1’=0;A>—Al-IA+I°=0; A>-2A+1=0

o= M1 o] T3 )
%' eie 2o oo b o

De donde se obtiene que m =0

SR B

AX-2AT=0;:AX=0+2A" = 2AT

Como |A|=1-2=-1#0, lamatriz A tiene inversa A™" = (1/]A]).Adj(AT) y podemos multiplicar la expresién AX =
2A", por la izquierda por A™' quedandonos

A'AX=AT2AT
IX=2A"AT

X=2A"AT




Ejercicio n” 3 de la opcién A de junio de 2007

Considera la matriz

(a) [1 punto] Determina la matriz B = A? — 2A
(b) [0'75 puntos] Determina los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.

(c) [0'75 puntos] Calcula B™' para A = 1

Solucion

T[Nt N[0 ) (2 -2 [ 2 1-A
Bopz_ops k1 AJLT A T a) |1+a c1+4%] |2 24) |-1+A 0 AE-2A1

B tiene inversa si det(B) # 0

-2 1-A

det(8) - |8| - e b A2

‘ QA HAN+2—(1-A) 1 +N)=-A7+20+ 3

Resolviendo -i * + 2 + 3 = 0 obtenemos A = -1y A = 3, por tanto si 1 # -1y A # 3 la matriz B tiene inversa.
(c)

B'cona=1

B™"= (1/|B]).Adj(B")

200N 20 -2 00
o I BN A U P
Coni=1, 0 -2 ; det(B) = 4; 0 -2 : 0 -2

16 oo
= (1/B)).Ad(BY) = -12

Ejercicio n” 3 de la opcién B de junio de 2007

(a) [1 punto] Calcula la matriz inversa de

1
A=|0
1

[ L
N

(b) [1'5 puntos] Escribe en forma matricial el siguiente sistema y resuélvelo usando la matriz A" hallada en el
apartado anterior.




X+y=1

¥+zZ=-2
X+Z=73
Solucion
(a)
A= (1/]A)).Adj(A"Y
1T 10 1 0 1T 1 0 1
A=10 1 1 0 1 =D’l1=’1‘11‘
3 = _ B
1T 0 1 - det(A 1 Na2F+PH-1) [0 -1 1 S 1(1+1) =2
1T 0 0 -1 1
A=11 1 0 AgiAh=l1 1 -1
o 1 1 e I
T -1 1
(21 1 -1
A= (1/A]).Adi(A") = L.
(b)
X+y=1 1T 10 X 1
¥+zZ=-2 A=(0 1 1| X=|y| EB=|-2
: X+Z=73 » 1T 0 1 z 3
El sistema en forma matricial es A.X =B, con , y
Como existe A™, multiplicando por la izquierda A.X = B por A" tenemos
A AX)=A"B
T -1 1 1 3 3 X
(21 1 -1 =2 =12 -4|=|-2|=|¥
X=A"B= L s g L ‘ , €s decir la solucion es (x,y,z) =(3,-2,0)

Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 3 de 2007.

BRI E]

(a) [0'75 puntos] Determina los valores de a para los que la matriz A tiene inversa.

Considera las matrices

(b) [1'75 puntos] Para a =1, calcula A™" y resuelve la ecuacion matricial AX = B.

Solucion




(@)

1 20
a=¢ B -
203 -1 1
y
Existe A~ si su determinante es # 0

a

2 3

det(A) = |A| = [ ] = 3a -2 =0, de donde a = 2/3.

Para o = 2/3, existe A™".
(b)
[z )
Sia=1, y det(A) = 1 con lo cual existe A™
Multiplicando por la izquierda la ecuacion AX = B por la matriz inversa de A, A", tenemos
A" AX=A"B, es decir X=A"B

Recordamos que A™" = (1/|A]). Adj(A")
1 1 1 27 3 -1
A= Al = AdifAt) =
2 3 1 3) -2
[ 2 -1] [ -1]
A= (1/]A]). Adj(A") = (1/1).

3 -1 2 0 -1
S 1 e b
Por tanto 2 -1 -5

Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 5 de 2007.

A=

[1 D ]

(a) [1°5 puntos] Calcula el valor de m para el que la matriz e verifica la relacion 2A% - A = | y determina
A" para dicho valor de m.

(b) [1 punto] Si M es una matriz cuadrada que verifica la relacion 2M? - M = |, determina la expresion de M 'en
funcion de My de I.

Solucion
(a)

1 oYy ., {t o)t o 10
A= A = . - ;
1 m| 1 m] |1 m 1+m m
1 Ot O oY (10
oo \1rm o] |1 om] [ 2+2m 2w 2m+1 2m®-m] [0 1

De 2m + 1 =0, tenemos m = - 1/2




De 2m” - m = 1, resolviendo la ecuacion 2m?> —m — 1 = 0, tenemos m = - 1/2 y m =1, por tanto la unica solucion
comunesm = -1/2.

B 1 ]
1 -17/2 . -1
Param=-1/2, ; det(A) = |A| = -1/2, luego existe A~

Recordamos que A™ = (1/]A]). Adj(A")

1 0 1 1 (_1/2  0)
_&=[ ] ff=[ ] ﬂdj(ﬂ*]n:
1 -1/2 0 -1/z -1

12 0y, (12 0)_(1 0O
o) Tl 1) |2 2

A= (1/|A]). Adi(AY) = (1/ (-1/2)). [
(b)

Si M es una matriz cuadrada que verifica la relaciéon 2M?-M =1, para obtener M " tenemos que tener en cuenta
que. Si M es cuadrada y M.B = |, entonces por definicion B es la matriz inversa de M.

De 2M? — M, sacando factor comun la matriz M por la izquierda tenemos M(2M — 1) = I. Por tanto por definicion la
matriz inversa es M~ = 2M — |, siendo | la matriz unidad del mismo orden que M.

Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 6 de 2007.

Sea A la matriz

30
A=-5 A -5
AhoD3

e | la matriz identidad de orden 3.
(a) [1'25 puntos] Calcula los valores de A para los que el determinante de A- 2| es cero.

(b) [1'25 puntos] Calcula la matriz inversa de A - 2l para A = -2.

Solucion

(a)

30 A 200 i ] M
E=A-21=|-5 & S |-|0 2 0|=|-5% A2 -5

A G o o 2 Hnoo 0 i

1 ] My
det(B)=B|= -5 A2 -5|=

A0 1

(A-2)1-2%)=A-2)1-1)1+2)
El determinante de lamatrizB=A -2l esceroparaA =2, A=1yA=-1

(b)




1 0 -2

B=A-2I=|5 -4 -5

Paral = - 2, = U
det(B) = B = (- 2-2)(1 + 2)(1-2) = (- 4)(3)(- 1) = 120, luego existe B "'

B = (1/|B|)Adj(B Y

1 -5 -2 4 0 -8
B=|0 -4 0| AdiB)=|15 -3 15
2 -5 1} 8 0 -4

4 0 -8) {-1/3 0 -2/3

[%] 1% -3 15 |=| 5/4 -1/4 5/4

Luego B = (1/|B])Adi(B ) = -8 0 -4 |-2/3 0 -1/3

Ejercicio n” 3 de la opcién B de septiembre de 2006

[2’5 puntos] Resuelve AB' X = - 2C, siendo B' la matriz traspuesta de B y

ﬂ:1DSB:_13DC:14
2 -1 0 DE-Ey 0 -1

Solucion

1 0 3 12 oYy B'=|3 2 1
.'E".: B: [:: 4
2 10 0o 2 -2 D—1y 0 -1

AB'X=-2C

-1 0
10 3y[3 2 1.6
0o 1) |5 2|™ M
agt= 2 -1 Of =\vT

7 -8
[0 2)
e L0 2

-1 -6 22 -8
Por tanto la ecuacién AB' X = - 2C se nos ha transformado en MX = N con ) Sy
1 -6

Como det(M) = |M| = L5 - 2-30=-28#0, la matriz M tiene inversa M"', y podemos multipicar por la
izquierda la ecuacion MX = N por la matriz inversa de M, M7,

M. MX=M"N, es decir X=M"'N




Recordamos que M™" = (1/|M]). Adj(M")

-1 -B -1 -5 -2 06
M = Mt = Adiimty =

-5 -2 -5 -2 5 -1

-2 6] (1714 -3014)

M = (1/]M]). Adj(M') = (1/-28). [5 - [Ny
{14 34y (-2 -8y (-1 1)
0 2] |54 32

-0f28 128

Por tanto

Ejercicio n” 3 de la opcién A de junio de 2006

Considera

A=
a

a 1
- . .
, siendo a un numero real.

(a) [1 punto] Calcula el valor de a para que A — A =

12 -1
0 20
(b) [ 1 punto] Calcula, en funcién de a, los determinantes 2 Ay A', siendo A' la traspuesta de A.

(c) [0’5 puntos] ¢ Existe algun valor de a para el que la matriz A sea simétrica? Razona la respuesta

Solucion

(@)

nopoac|® Nfa 1Y_[a" ©
0 -all0 -a 0 al

12 ~1 at 0] (a 1)_{a"-a -

a2 a=k0 20)_ 0 a 0 -a 0 a’+a

De donde a® —a = 12 y a® + a = 20. Sumando obtenemos 2 a° = 32, luego a = + 4

Solamente a = +4 verifica las dos ecuaciones.
(b)

a 1 ;
0 -a

|A| = = -4

De |kA,| = k"|A|, obtenemos que |2A| = 2%(- a°) = - 4a° Sabemos que el determinante de una matriz es igual al
determinante de su matriz traspuesta, luego |A| = |A| = - a°




También se puede hacer determinando las matrices 2A, A'y calculando su determinante.
(c)

Sabemos que una matriz es simétrica si coincide con su traspuesta. En las matrices simétricas se tiene la
propiedad de que sus elementos son simétricos respecto a la diagonal principal, cosa que no ocurre con la matriz

[EI 1]
0 -8 , pues uno es 0 y el otro 1.

También se puede hacer igualando A = A'y al resolverlo obtenemos el absurdo 0 = 1.

Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 4 de 2006.

Sea
1 1 -1
A= 0 m-3 3
i+ 2 0

(a) [1 punto] Determina los valores de m € R para los que la matriz A tiene inversa.
(b) [1’5 puntos] Param =0 y siendo X=(xyz),resuelve XA=(311).
Solucion

(@)

1 1 -1
A= 0 m-3 3
m+1 2 , a4 :
Existe A" si y solo si det(A) =|A| = 0
1 1 -1 0 o -1

la=| 0 m-3 3|rC+3°C=| 3 m 3|=

mr+ 2 orEC+320 |m+1 2 0 )
(-1)6-m°—=m)=0

Las soluciones de 6 - m*—m = 0son m = 2 ym=-3.
Param = 2 y m = -3 existe A’

(b)

T 1 -1
A=0 -3 3
, 1 2 : - 1
Para m = 0, la matriz es y tiene matriz inversa A

XA =(311). Multiplicando por la derecha por A" tenemos X = (311 )A'1
A" = (1/]A)Adj(A")

1T 0 1 -6 -2 0
A=11 =3 2| Adi&)=3 1 -3
-1 3 0 g =1 =3

|Al=(-1)(6-0-0)=-6; ;




Luego A™ = (1/]A]Adj(A") = 3 -1 -3
-5 -2 0
O
3 -1 -3

Portanto X=(311)A"=X=(311)

= (-1/6)(-12-6-6)=(211)

10 . . ° s o .
Ejercicio n 3 de la opcion B de junio de 2006
[2.5 puntos] Resuelve
2 0 5 (x -2
T 1 =2 |v|+] 2
=111 z 3
Solucion
De la igualdad matricial anterior deducimos el sistema:
2+ 0z =7
X+ y-27=-2
K Y+ Z= -1
2 0 5
1 1 -2
-1 . . . g el .
Det =16; el sistema es compatible determinado, obteniéndose su solucion faciimente aplicando el
método de reduccion de Gauss — Jordan o bien la férmula de Cramer , resultando
x=1,y=-1,z=1.
11

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 4 de 2006.
Sea

4 2
y
1

] y sea | la matriz identidad de orden dos.

(a) [1'25 puntos] Calcula los valores A € R talesque |[A—-A1|=0.
(b) [1'25 puntos] Calcula A*> - 7A+ 101 .

Solucion

(@)

o 1 N o M B o

A0
0 A

|

4-2
1

2
3-4




d-A 2
1 3-4

|A—)\I|=‘ (4-N)(B3-N)=2=N-7A+10
Resolviendo A*- 7 A +10 = 0, obtenemos A =2 yA=5
(b)

A’-7A+101
22 4 2Yf4 2 ='18 14
1 3011 3 LT 11

[18 14) [28 14] [m D] [D D]
_ + = =|S|2
A’-7A+101= 7 11; [ 0 10 00 , la matriz nula de orden 2.

12

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 5 de 2006.
Considera las matrices
1 1 0

A= 2 1 1 )
m=-4 1 1-m

I
L S v T

y

(a) [1 punto] Halla el valor de m € R para el que la matriz A no tiene inversa.

(b) [1'5 puntos] Resuelve A X = O param = 3.

Solucion
(a)
1 1 0
A= 2 1 1
, m-4 1 1-m . ,
La matriz no tiene inversa si |A| =0
1 1 0

A= 2 1 1 =w
-4 1 1-m
(1-m-1) — (2-2m-m+4) = 2m-6 = 0, de donde m =
3.

Para m = 3 no existe la inversa de A.

(b)

110 1 1 0Y(x) (0
A=|2 1 1| Ax=0=]|2 1 1]||y|=|0
4 1 4 1 1Jlz) o

Param=3es

Efectuando el producto tenemos

10



x+y =0
2x+y+z=0
_4x+y+z =0

Como rango(A) = 2, tenemos un sistema compatible indeterminado y para resolverlo solo necesitamos dos
ecuaciones. Tomo las dos primeras

x+ty =0
2x+y+z=0.Hacemosz=a € R ,tenemosx =-aey=a.

La solucion del sistema param = 3 es (x,y,z)=(-a,a,a)cona € R,

13

Ejercicio n” 3 de la opcién A de septiembre de 2006
Considera el sistema de ecuaciones lineales
AX—-y—z=-1
X+Ay+z=4
X+y+z=LA+2
(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segun los valores del parametro A .

(b) [1 punto] Resuelve el sistema para A = 2.

Solucion
AX—-y—z=-1
X+Ay+z=4

X+y+z=LA+2

(@)

A -1 -1
A=11 A 1
La matriz de los coeficientes del sistema es 1 y la matriz ampliada
A -1 -1 -1
A=11 A 4
T 1 1 A+2
Calculamos el det(A) = |A|
A -1 -1 A -1-4 -1-4
1T A 12#C+1Ci-1) =11 A-1 0
T 1 13FCH2C-T) 1 0 0

= (desarrollamos por el adjunto 31) =

A-1 1]

1.‘-1-;1 —1—,;1‘
= ~( 1)1 -2)= (- 1)1+ )

Resolvemos |A| =0, esdecir(A-1)(1+ 1 )=0,dedonde A =1y A =-1

11



Sia#1yA#-1,tenemos |A| # 0 con lo cual rango(A) = rango(A’) = 3, y por el teorema de Rouche el sistema es
compatible y determinado y tiene solucién unica.

1T -1 -1 1T -1 -1 -1
A=11 1 1 A =11 1 4
Sin=1 T 1 1 y T 1 1 3
1 —1‘_
En A como 1 2 # 0, tenemos rango(A) = 2
1T -1 -1 1T 0 0
2 5
1 1 4|22C+13C1) =1 2 5= 5 4
1 2 4

1 3|3C+H12CI)

En A como =-2# 0, tenemos rango(A’) = 3

Como rango(A)= 2 # rango(A) = 3, por el teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene solucion.

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
A=l1 -1 1] A =11 -1 1 4
Sins- 1 1 ‘1y T 1 1 1
T'l -1‘_
En A como T -1 2 # 0, tenemos rango(A) = 2
1 -1 -1
T 1 =0
1

En A’ como , por tener dos filas proporcionales, tenemos rango(A’) = 2

Como rango(A) = rango(A) = 2, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado, teniendo
infinitas soluciones que dependen de un parametro.

(b)

Resuelve el sistema para A = 2.

Nuestro sistema es

2x—y—z=-1

X+2y+z=4

XxX+y+z=4

Sumando 12y 32 tenemos 3x = 3, de donde x = 1. Tomamos la 12 y la 2% con x = 1
2—-y—-z=-1

1+2y+z=4

Sumandolas tenemos 3 +y = 3, de donde y = 0.

Sustituyendo x = 1 e y = 0 2n cualquier ecuacion tenemos z = 3, por tanto la solucion del sistema es (x,y,z) = (1,
0, 3) cuando A = 2.

También se puede hacer por la regla de Cramer (Vicenta Serrano)

12



=1 =1 < 2 =1 < 2 -1 -1
4 2 1 T 4 1 1 2 4
y = 4 1 1 :_1D+13:1'y: 1T 4 1 :9:0 . T 1 4 :11+2+4_3:3
2 -1 -1 3 ' 2 -1 -1 3 2 -1 -1 3
1 2 1 1 2 1 12 1
1 1 1 1 11 1

Y como vemos, se obtiene la misma solucién (x,y,z) = (1, 0, 3) cuando A = 2.

14

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 4 de 2007.
Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales
—Ax+ y+ (A+ 1)z= A+ 2
x+y+z=0
(1=-Ax-Ay=0
tiene mas de una solucion.
(a) [1’5 puntos] Calcula, en dicho caso, el valor de la constante A.

(b) [1 punto] Halla todas las soluciones del sistema.

Solucion
(a) y (b) (Entiendo como todas las soluciones del sistema cuando tiene infinitas soluciones)

-Ax+ y+ (AM+ 1)z= A+ 2

X+y+z=0
(1=-Ax=-Ay=0
La matriz de los coeficientes es
-4 1T A+ -4 1T A+1 A+2
A= 1 1 1 A= 1 1 1 0
-4 -4 0 1-4 -4 0 0

y la ampliada

Si tiene mas de una solucion tiene infinitas soluciones por tanto det(A) = 0. Después para dichos valores
estudiaremos el rango de A .

det(A) =0=

-4 1 A+ -A-1 1 A
|A4l= 1 1 1T | Pre-28C=| 0 1 0=

TE—1 A
-4 -4 0 [22C-20 1 -4 A

-A-11
=/1 =
CA

1 1

=AEA-1T-1)=A(-1-2)
|A] =0, nos diceque A (-1-2)=0dedonde =0y A=-2

Para que el sistema tenga mas de una solucion A =0y A =-2, con lo cual rango(A) = 2

13



SiA=0
La matriz de los coeficientes es

™

o 1 1 o 1 1 2
A=11 1 1 A=11 10
10 0 , 1T 0 0 0
y la ampliada
0 1
1 0 -
En A como -1 0, rango(A) = 2
o 1 2
1 1 0=
EnA*como1 v ¢ (2)(-1)=-2=0, rango(A’) = 3

Como rango(A) = 2 = rango(A’) = 3, el sistema es incompatible (No es nuestro caso)
SiA=-2

La matriz de los coeficientes es

2 1 -1 2 1 =10
A=11 1 1 A=11 1 0
3 2 0 , 3 2 0 0
y la ampliada
2 1‘ )
En A como 120, rango(A)=2= rango(A*), porque la ultima columna de A’ es de ceros.

Como rango(A) = rango(A*) = 2, el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones que dependen
de un parametro.

Para A = -2, nuestro sistema es

2x+y-z=0
X+y+z=0
3x+2y=0

Como solo necesitamos dos ecuaciones y dos incognitas principales, al ser rango 2, tomo las dos primeras
2x+y-z=0
x+y+z=0,tomo z=myrestando me queda x — 2m = 0, de donde x = 2m; con lo cual y = - 3m.

Solucién (x,y,z) = (2m, -3m, m) con m € R

15

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 3 de 2007.

Considera el sistema de ecuaciones

xX+y+z=0
2x+ A\y+z=2.
X+ y+ Az = A1

14



(a) [1'5 puntos] Determina el valor de A para que el sistema sea incompatible.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema para A=1.

Solucion
(a)
x+y+z=0
2x+ A\y+z=2.
X+ y+ Az = A1
La matriz de los coeficientes es
T 1 1 T 1 1 0
A=12 4 1 A =2 4 1 2
T 1 4 , T 1 A A-1
y la ampliada
En A como
1 1
=2-1=1=0
1 2

, el rango de (A) por lo menos es 2.
El sistema sera incompatible si rango (A) = 2  rango (A" ) = 3
Para que rango (A) = 2, |A| = o

T 1 1 1 0 0
|ﬂ:2 A N2RC-PC=12 A-2 -1|=

a—_ qa _
det(A) = 1T 1 Al2*F-10C |1 0 A=1 0o-2)(0-1)

De |A| = 0, obtenemos (A - 2)(A. — 1) = 0 de donde L =2y A = 1. Luego rango(A) = 2

1T 1 0 1 0O 0
21 2 |(22C-1PC=2 -1 2 |=
. 1T 4 A-1 1T A-1 A-1
Para que rango (A ) =3, -3 +3

Para que rango (A" ) = 3, - 3% + 3 = 0, resulta que . = 1.

Como tiene que ocurrir que A =2y A =1 por un lado y por el otro A = 1, la Unica posibilidad que nos queda es A =
2.

Se puede comprobar y ver que es incompatible con A = 2.
(b)

Si A =1, ya sabemos que es compatible e indeterminado por tanto nos quedamos ya con dos ecuaciones y dos
incognitas principales

x+y+z=0
2x+y+z=2.
x+y+z=0

Nos quedamos con la 1% y la 22

15



xX+y+z=0
2x +y+z =2 Restandoala2®la1?, queda x = 2
Hacemos z=m

2+y+m=0
4+y+2m=2,dedondey=-m-2

Solucion (x,y,z)=(2,-2—m, m)conm € R

16

Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 4 de 2007.
[2’5 puntos] Clasifica y resuelve el siguiente sistema segun los valores de a,
x+y+z=0
(@+1)y+2z=y

X—-2y+(2-a)z=2z

Solucion
X+y+z=0->x+y+z=0
(a+1)y+2z=y—>ay+2z=0
Xx—-2y+(2-a)z=2z—>x-2y-az=0

Como vemos es un sistema homogéneo con matriz de los coeficientes

T 1 1
A=0 a 2
1T -2 -a

Para que este sistema tenga solucion distinta de la trivial (0, 0, 0) el determinante de la matriz de los coeficientes
ha de ser 0, es decir |A| =0

T 1 1 1T 1 1 1T 1 1
0 a 2 =0 & 2 =0 a 2
1T -2 —gl3@F-PF[1 -3 —a-1 |1 -2 -a )
|A| = =-a"-a+6

Igualando a cero - a> — a + 6 = 0, tenemos como solucionesa=2ya=-3
Sia=2y a=-3 el sistema es compatible e indeterminado.

Si a =2, como rango(A) = 2, tenemos un sistema compatible indeterminado y para resolverlo solo necesitamos
dos ecuaciones. Tomo las dos primeras

x+y+z=0
2y + 2z = 0. de donde tomando z=m tenemosy=-myx=0
Solucién (x,y,z) = (0,-m, m)con m € R

Si a = -3, como rango(A) = 2, tenemos un sistema compatible indeterminado y para resolverlo solo necesitamos
dos ecuaciones. Tomo las dos primeras

16



x+y+z=0
-3y + 2z = 0. de donde tomando z = m, tenemos y = (2/3) m y x = (-5/3)m

Solucién (x, y, z) = ((-5/3)m, (2/3)m, m)con m € R

17

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 1 de 2006.

Considera el sistema de ecuaciones lineales

AX+y—z=1
X+Ay+z=A

x+y+kz=k2

(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segun los valores del parametro A.

(b) [1 punto] Resuélvelo para A = 2.

Solucion
(a)
AX+y—z=1
X+Ay+z=A
x+y+kz=k2
A1 =1 A1 =11
A=11 4 1 A=l1 4 1 A4
: . T 1 A , 1T 1 A4 A
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
A1 =1 A T -1
=11 4 1 =[A+1 A+1 0=
T 1 AP2F+PF 1 1 A
det(A) =
PPN R ,}1+’I+ A 1.
1 1 AT A+ a2 a-n=2 02 1)

|A| = 0, nos dice que A (. °—1)=0de donde L =0, L =1y A =-1

SiA=0,A=1yA=-1,rango(A) = rango(A*) = 3 por tanto el sistema es compatible y determinado y tiene
solucion unica.

SiA=0
o 1 -1 o 1 =11
A=11 0 1 A=[10 10
: . 1T 1 0 , 1T 1 0 0
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
0 1‘ )
En A como 1 -1 =0, rango(A) = 2
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. —a

1T 1

0 0=

. 1 0 .

En A como 1(1-0)=1 =0, rango(A) =3

Como rango(A) = 2 = rango(A’) = 3, el sistema es incompatible

SiA=1
T 1 -1 T 1 =11
A=11 1 1 A=(11 11
: i 11 , 11 1 1
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
1 —1‘ )
En A como 2 # 0, rango(A) = 2
1T -1 1
1T 1 1=
En A como 0 por tener dos filas iguales, rango(A’) = 2

Como rango(A) = rango(A*) = 2, el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones que dependen
de un parametro.

Sia=-1
-1 1 =1 -1 1 =1 1
A=1 -1 1 A=l1 -1 1 -1
: . 1 -1 , 1T =1 1
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
1 —1‘ )
En A como 2 # 0, rango(A) = 2
-1 1 1
1T -1 1=
En A como 0 por tener dos columnas iguales, rango(A*) =2

Como rango(A) = rango(A*) = 2, el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones que dependen
de un parametro.

(b)

Lo resolvemos para A = 2. El sistema es

2x+y—-z=1

X+2y+2z=2

X +y + 2z = 4. Cambiamos la 12 ecuacion por la 22 y después 22 + 18(-2) y 32 + 13(-1)
X+2y+z=2

0-3y-3z=-3

18



0-y+z=2. Dividimos la 22 por (-3) y después 32 + 22
X+2y+z=2

0O+y+z=1

2z=3.Dedonde z=3/2,y=-1/2y x = 3/2.

La solucion del sistema es (x,y,z)= (3/2, -1/2, 3/2)

18

Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 5 de 2007.

[2’5 puntos] Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones para los valores de m que lo hacen compatible:
X+my=m
mx+y=m

mx+ my = 1

Solucion
1T m 1T m om
A=|m 1 A=lm 1 m
: . mom , mom
La matriz de los coeficientes es y la ampliada

Como el sistema es compatible tiene tres ecuaciones con dos incognitas el determinante de la matriz ampliada
det(A ) = |A| tiene que ser cero. Para los valores que nos salgan de "m"- estudiaremos el sistema.

T m m
|A“:m 1 m|=
mom

det(A’) = 1(1 = m?) —=m(m —m?%) + m(m* —m) = 2m°> - 3m* + 1 =0

Para resolver 2m° — 3m? + 1 = 0, aplicamos primero Ruffini

2 -3 0 1

1 2 -1 -1

2 -1 -1 0

Cociente 2m*—m — 1 = 0, que es una ecuacion de 2° grado y sus soluciones son m =1y m = -1/2. Nos han salido
como soluciones de m el 1 (doble ) y el -1/2.

Si m =1 tengo tres ecuaciones iguales, por tanto elijo solo una
x+y=1.Tomoy=Aconlocualx=1-A.

Solucién (x,y)=(1-A,A)conk e R

Si m = -1/2 tomo so6lo dos ecuaciones, la 28 y la 32.

(-1/2)x +y =-1/2.

(-1/2)x + (-1/2)y = 1. Resolviendo esta sistemasalex=-1ey=-1

Solucion (x,y) = (- 1,-1)
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Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 6 de 2007.
Considera el sistema de ecuaciones
XxX+y+mz=1
my-z=-1
Xx+2my=0
(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segun los valores de m.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Solucion

XxX+y+mz=1

my-z=-1
Xx+2my=0
T 1 m T 1 m 1
A=0 m -1 A=0 m -1 -1
: - 1 2m 0 , 1T 2m 0O 0
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
T 1 m 1 1 1
|[4=0 m -1 =0 m -1|=
a—_4a _ _
det(A) = 1 2m 032 F-17F |0 2m-1 -m e om 1

|A| = 0, nos dice que - m* + 2m - 1 = 0 y las soluciones son m = 1 (doble)
Sim=1,rango(A) = rango(A*) = 3 por tanto el sistema es compatible y determinado y tiene solucién unica.

(b)

Sim=1
T 1 1 T 1 1 1
A=10 1 -1 A=0 1 -1 -1
. - 1 2 0 , 1 2 0 0
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
1 1
‘=1#D
En A como , rango(A) = 2
T 1 1 T 1 1
o 1 -1 =0 1 =-1=0
4 _ 243 —
En A como U2 DpEass) Ut L , por tener dos filas iguales, luego rango(A) = 2

Como rango(A) = rango(A*) = 2, el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones que dependen
de un parametro. Este es el caso que nos piden resolver.
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(b)

Hemos visto que para m = 1, rango(A) = rango(A’) = 2 por tanto sélo tomamos dos ecuaciones y dos incognitas
principales. Elijo 1% y 22 ecuacion.

Xx+y+z=1
ty—z=-1.

Tomando z = a € R obtenemosy=—1+ ayx =2 - 2a, luego la solucidn del sistemaparam=1es (x,y,z)=(2 -
2a,—-1+a,a)conacR

20

Ejercicio n” 3 de la opcién B de septiembre de 2007
Considera el sistema de ecuaciones
ax+y+z=4
x—ay+z=1
XxX+y+z=a+2
(a) [1'5 puntos] Resuélvelo para el valor de a que lo haga compatible indeterminado.
(b) [1 punto] Resuelve el sistema que se obtiene para a = -2.
Solucion
ax+ty+z=4
x—ay+z=1
X+y+z=a+2

(@)

a 1 1
A=11 -a 1
La matriz de los coeficientes del sistema es L y la matriz ampliada
a 1 1 4
A=11 —a 1 1
T 1 1 a+2

Calculamos el det(A) = |A|

a 1 1FF-37F  |a-1 0 0

1 —-a 12F-2#F = 0 -a-1 Oj=ia-1){-8-1)
T 1 1 1 1 1

Resolvemos |A| =0, es decir(a-1)(-a-1)=0,dedondea=1ya=-1

Sia#1ya#-1, tenemos |A| # 0 con lo cual rango(A) = rango(A’) = 3, y por el teorema de Rouche el sistema es
compatible y determinado y tiene solucion tnica.
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T 1 1 T 1 1 4
A=T =1 1 A =11 =111
Sia=1 T 1 1 y T 1 13
1 ’1‘=
En A como [ -2 # 0, tenemos rango(A) = 2
11 4 17 1 4

1T =1 12%F-1F = |0 -2 -3|=2=0
1 3|3%F-1"F |0 0 -1

En A como , tenemos rango(A’) = 3

Como rango(A)= 2 # rango(A’) = 3, por el teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene solucion.

-1 11 -1 1 1 4
A=l 11 A =11 111
Siaz- 1 11 y T 1 1 1
T'l 1‘ _
En A como 11 -2 # 0, tenemos rango(A) = 2

En A" como tenemos dos filas iguales, tenemos rango(A’) = 2

Como rango(A)= rango(A’) = 2, por el teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado. Tenemos
dos ecuaciones (las dos primeras, con las que hemos calculado el rango de A)y dos incognitas principales..

Lo resolvemos para a = -1

X+y+z=4

x+y+z=1.Tomamos z= A

Restamos ambas ecuaciones y tenemos

2x = -3, de donde x = -3/2

y=1-x—z=1+3/2-1=5/2-1

La solucion del sistema es (x, y, z)= (-3/2,5/2-L,A)con L € R
(b)

Resolvemos el sistema para a = -2.

Nuestro sistema es

-2x+y+z=4

X+2y+z=1

x+y+z=0

Ala2?leresto la 3%, y ala 12 le sumo la 3% multiplicada por 2, con lo cual nos queda
y+3z=4

y=1 x+y+z=0 Cony=1entrando en la 1% tenemos z = 1/3.
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Cony =1yz=1/3, entrando en la 32 tenemos x = -4/3
La solucion del sistema es (x, y, z) = ( -4/3, 1, 1/3)

También se puede hacer por Cramer

41 1 -2 41 -2 1 4
T 2 1 T 1 1 T 2 1
\ = o 1 1_4_ 3 1 0 1_-3_1.2_ T 1 D_-']
i3’ B3 T3
1T 21 1T 2 1 1T 2 1
T 11 T 1 1 1T 11
Y como vemos se obtiene la misma solucion (x,y,z) = ( -4/3, 1, 1/3) cuando a = -2.
21 Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 5 de 2006.
Considera el sistema de ecuaciones lineales
X=-y+z=2
X+Ay+z=8
AX+y+iz=10
(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segun los valores del parametro A .
(b) [1 punto] Resuelve el sistema para A = 2.
Solucion
(@)
T -1 1 1T -1 1 2
A=11 4 1 A=l1 A4 1 8§
: . A1 A , A1 A 10
La matriz de los coeficientes es y la ampliada
T -1 1
[A=1 4 1|=0
A1 A . .
det(A) = , sea cual sea el A porque tiene dos columnas iguales. Por tanto rango(A) < 3
siempre.
1 -1 2 1 0 0
1 A & 2290+PC =1 A+1 6 |=
4 ] _ —
EnA A 1T 10FC+PC-2) (A A+1 10-24 0. +1)(10-20. ) — 601 +1) = (1 +1)(-2. +4)

(A +1)(-2r+4)=0nosdar=-1yArA=2

Sir=z-1yA=2 rango(A*) = 3 = rango(A) por tanto por el Teorema de Rouche el sistema es incompatible.
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Sir=-1

T -1 1 T -1 1 2
A=1 -1 1 A=1 -1 1 8
. - -1 1 =1 , -1 1 =110
La matriz de los coeficientes es y la ampliada

En A como las tres filas son proporcionales, tenemos que rango(A) = 1, luego todos los menores de orden dos
son cero.

1 2‘
En A" como 6= 0, rango(A’) = 2
Como rango(A) =1 = rango(A*) = 2, el sistema es incompatible
(b)
Sia=2
Ya sabemos que rango(A’) = 2, del apartado "si % = -1"
T -1 1
A=1 2 1
2 1 2

En , COmo 3 #0, rango(A) = 2

Como rango(A) = rango(A’) = 2, el sistema es compatible e indeterminado. Tomaremos dos ecuaciones y dos
incégnitas principales. Tomo las dos primeras.

X-y+z=2
X+2y+z=28,2%+ 12 (-1)
X-y+z=2

3y = 6, de donde y = 2. Haciendo z = m < R, tenemos x = 4 —m, y la solucion del sistema es (x,y,z) = (4-m,2,m)
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