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1 Ejercicio n” 4 de la opcién A de septiembre de 2007

(a) [1'25 puntos] Halla los dos puntos que dividen al segmento de extremos A(1,2,1) y B(-1,0,3) en tres partes
iguales.

(b) [1'25 puntos] Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por su punto medio
Solucion

(@)

A(1,2,1) y B(-1,0,3)

Observamos la siguiente igualdad entre vectores AB = 3AM
AB = (-2,-2,2)

AM = (x-1,y-2,z-1)

De AB = 3AM obtenemos (-2,-2,2)= (3x - 3, 3y - 6, 3z - 3), e igualando miembro a miembro se tiene x = 1/3, y =
4/3 y z = 5/3, es decir el punto M es M(x,y,z) = M(1/3,4/3,5/3)

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir
N(x,y,z)= N( (1/3 -1)/2, (4/3 + 0)/2, (5/3 + 3)/2 ) = N(-1/3,2/3,7/3)
(b)

=

A(1,2,1), B(-1,0,3) y Z como es el punto medio, es Z(0,1,2)
El plano pedido pasa por el punto Z(0,1,2) y tiene como vector normal el AB = (-2,-2,2)
La determinacion normal del plano es ABe (x — z) = 0, siendo e el producto escalar, es decir

(-2,-2,2) e (x=0,y—1,z-2)=-2x -2y + 2 + 2z — 4 =-2x -2y + 2z — 2 = 0. Simplificando el plano pedido es = = x
+y-z+1=0




Ejercicio n” 4 de la opcién B de septiembre de 2007
Considera los vectores u = (1,1,m), v = (0,m,-1) y w = (1,2m,0).
(a) [1'25 puntos] Determina el valor de m para que los vectores u, v y w sean linealmente dependientes.

(b) [1°25 puntos] Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, expresa el vector w como combinacion lineal
de los vectoresu y v.

Solucion
(a)
u=(1,1,m), v=(0m,-1) y w = (1,2m,0).

Para que los vectores sean linealmente dependientes su determinante tiene que ser 0, es decir:

T 1 m 1 1 1
0 m -1 =0 m ll=-mF+2m-1=0
1T 2m  0O3@F-13F 0 2m-1 -m

det(u,v,w)=

Resolviendo -m? + 2m — 1 = 0, obtenemos m = 1 (doble), con lo cual para que sean linealmente dependientes los
vectores son u = (1,1,1), v=(0,1,-1) y w = (1,2,0).

(b)

Para expresar w como combinacion lineal de u y v tenemos que calcular a y b de la expresion w = a.u + b.v,
resolviendo el sistema que nos sale.

(1,2,0). =a(1,1,1) + b(0,1,-1) = (a, a + b, a—b). Igualando obtenemos a =1y b = 1, por tanto la relacion de
dependenciaesw = 1.u + 1.v.

Esto es la forma normal de hacerlo, pero nos podriamos haber dado cuenta de que sumando el vector u con el
vector v nos daba el vector w y habriamos terminado.

Ejercicio n” 4 de la opcién A de junio de 2007
Considera los planos de ecuaciones x —y+z=0yx+y—-z=2.
(a) [1 punto] Determina la recta que pasa por el punto A(1,2,3) y no corta a ninguno de los planos dados.

(b) [ 1’5 puntos] Determina los puntos que equidistan de A(1,2,3) y B(2,1,0) y pertenecen a la recta interseccion
de los planos dados.

Solucion
(a)
Plano x —y + z = 0, vector normal n = (1,-1,1)
Plano x + y — z = 2, vector normal n’ = (1,1,-1)

Como los vectores normales n y n’ no son proporcionales, los planos son secantes y se cortan en una recta r de

X=y+zZ=10
=
g X+y -2 =2
ecuacion }
Como me piden una recta que no corte a ninguno de los dos planos lo que me estan pidiendo es una recta "s"

paralela a la recta "r", luego me sirve como vector director el de la recta "r" que es el producto vectorial de n con
n’.




Il
I L =]
Recta "s", punto el A(1,2,3), vectoru=nxn’ = =i(1-1)—j(-2) + k(2) = (0,2,2)
x=1
¥ =2+42f
z=34+2f

La recta "s" en paramétricas es

(b)

Los planosx—-y+z=0yx+y—z=2, son secantes y ya sabemos que se cortan en la recta r de ecuacion

X-y+z=10
s

=+ — =
Xry-z=2 , que tenia de vector director u = nx n’ = (0,2,2).

Un punto E de "r" lo obtenemos tomando z = 0, con lo cual resolviendo el sistema de la recta "r" obtenemos x =y
= 1. El punto E es E(1,10)

Ponemos la recta "r" en paramétricas para tomar un punto genérico C de la recta "r"

x=1
r=<y=1+2f
s =12 .
Recta "r" en paramétricas . El punto genérico C de "r" es C(1, 1+2t, 21).

Como dicen que los puntos A(1,2,3) y B(2,1,0) equidistan de la recta "r", equidistan de un punto genérico suyo, el
C, es decir d(A,C) = d(B,C) (las distancias son iguales)

arC) = Ag =V F(T1+ 2 (=34 2P

AC=(1-1,1+2t-2,2t-3)=(0, -1+2t, -3+2t)

d(B,C) = | BC| =\',12 +(2f)* + (2f)°

BC=(1-2,1+2t-1,2t—0)=(1, 2t 2t)

To(—1 28+ (=34 280 | 1 +(2f)

Igualando tenemos \{U

Elevando al cuadrado y simplificando obtenemos 16t = 9, de donde t = 9/16, y los puntos de la recta "r" que
equidistan de A y B es solo uno el C(1,1+2(9/16), 2(9/16)) = C(1, 17/8, 9/8).

Ejercicio n” 4 de la opcién B de junio de 2007
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,5).

(a) [1'25 puntos] Calcula los valores de x sabiendo que el triangulo ABC de vértices A, B y C(x,4,3) tiene un
angulo recto en C..

(b) [1'25 puntos] Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos (0,1,5) y (3,4,3) y es paralelo a la recta

definida por las ecuaciones.
K-y +Z=10
2ty =3




Solucion
(@)
A(0,3,-1), B(0,1,5) y C(x,4,3)
Si el triangulo es rectangulo en C el producto escalar CAe CB es cero

B

CA=(-x,-1,-4);CB = (-x, -3, 2)

CAe CB = x*+3—-8=0, de donde x = i\E . Hay dos soluciones para "x".

(b)

Para un plano necesito un punto E(0,1,5) y dos vectores independientes el EF = (3-0, 4-1, 3-5) = (3,3,-2) y el

£ i i
L =1 1
2 1 0
director de larecta "r", que esu=nxn’ = =i(—1)-j(-2) + k(3) = (-1,2,3)

Siendo n y n’ los vectores normales de cada uno de los planos que determina la recta "r".

x-0 y-1 z-5
3 3 -2

-1 2 3
El plano pedido es 0 = det(x — e, EF, u) = =

= x(9+4) — (y-1)(9-2) + (z-5)(6+3) = 13x — 7y + 9z — 38 = 0.

Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 3 de 2007.

=2 y-Kk_ X+2 y-1_z-3

il
Sea "r" la recta definida por 3 4 5 y "s"la recta definida por il 2 3
(a) [1'25 puntos] Halla k sabiendo que las rectas r y s se cortan en un punto.

(b) [1'25 puntos] Determina la ecuacioén del plano que contiene a las rectas ry s.




Solucion
(a)
=2 y-Kk_
3

il
Der= 4 3 tomamos un punto A(2,k,0) y un vector director u = (3,4,5)

X+2 y-1_z-3

De s =1 2 3 tomamos un punto B(-2,1,3) y un vector director v = (-1,2,3)
Evidentemente las rectas se cortan o se cruzan porque los vectores u y v no son proporcionales.

Las rectas se cortan si y solo si det(AB,u,v) =0

AB = (-4, 1-k, 3)
- -k 3
3 4 5=
-1 2 3
det(AB,u,v) = 0 = (- 4)(12 - 10) — (1 - k)(9+5) + (3)(6+4) = 14k + 8 = 0, de donde k = -4/7 para

que las rectas se corten.

(b)

Para calcular el punto de corte C, ponemos ambas rectas en paramétricas con parametros distintos e igualamos x
=X,y=y,z=z

X=2+3f X==2-m
resy=4/7+4f s=q¥=2+2m
7="5t Z=3+3m

Igualamos, en nuestrocasox=x y z=z

2+3t=-2-m

5t=3+3m

Resolviendo este sistema obtenemos t = -9/14 y m = -29/14, lo cual verifica z = z, por tanto el punto de corte es
C(2-(-29/11), 1 + 2(-29/11), 3 + 3(-29/11) ) = C(1/14, -44/14, -45/14)

El Plano pedido es, es el que pasa por el punto de corte de las rectas y tiene como vectores paralelos
independientes u y v, es decir det(x - c,u,v) =0

=114 y+44014 z 4457014
3 4 5 =
-1 2 3

det(x -c,u,v)=0=

=(x-1/14)(12 - 10) — (y + 44/14)(9+5) + (z + 45/14)(6+4) = 2x — 14y + 10z — 12 = 0. Simplificando nos
quedaria el plano x — 7y + 5z -6 =0

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 3 de 2007.

[2’5 puntos] Halla la ecuacion de la recta contenida en el plano de ecuacion x + 2y + 3z - 1 = 0 que corta
x=2z+4

Yyo=27+3

perpendicularmente a la recta definida por { en el punto (2,1, - 1).




Solucion

Forma 1°
¥ =27+ 4
Y= 2+ 3

Se pide calculemos una recta s contenida en el plano ny que corta a la rectar = {
perpendicularmente en el punto P(2,1,-1)

¥ =4+ 2m
{}{:22+4 y=3+2m
r= Y7 s S.En forma paramétrica esr = £=m

ds = vector director de s nr = vector normal del plano = = (1,2,3)
d. = vector director de r = (2,2,1) y P. = punto de r = (4,3,0)
Como la recta "s" estd contenida en el plano "= ", los vectores dsy nr son perpendiculares.

Como "s" y "r" se cortan perpendicularmente, los vectores dsy d.. son perpendiculares Tenemos que ds es
perpendicular a la vez a los vectores d. y nr, por tanto ds es el producto vectorial de d. y nn , es decir

]k
2 21
ds=d.xnm= L 23 =(4,-5,2)
Como "s" pasa por el punto de interseccion P(2,1,-1), su ecuacion paramétrica es:
=2+ Adn
y=1-54
Z=-1+2A
S =
Forma 2°

La recta "s" pedida la vamos a dar como interseccion de dos planos, uno el ty otro n ' que serd un plano
perpendicular a r pasando por P (la interseccion de estos planos es la recta pedida porque pasa por P (que esta
en ambos planos) y ademas es perpendicular a r porque todas las rectas del plano =’ son perpendiculares ar)
n'Lr=vectornormalden'=nn-=d.=(221)=>n':2x+2y+z+D =0 pasa por P(2,1,-1)
22+21+(-1)+D=0=>D=-5=n":2x+2y+2z-5=0

M+ MN+ZE-H=0

LarecTaessE{K"- 2y +32-1=10

Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 4 de 2007.

Considera la recta r definida por  * 4 2 y el plano 11 de ecuacién 2x — y + Bz = 0. Determina a y 3 en cada
uno de los siguientes casos:

(a) [1 punto] La recta r es perpendicular al plano Tr.

(b) [1'5 puntos] La recta r esta contenida en el plano .

Solucion




1 de ecuacion 2x — y + Bz = 0. Vector normaln = (2, -1, B )

%1 y =z-1

r definida por “ 4 2 punto A(1,0,1) y vector director u = (o , 4, 2)
(a)

Para que la recta r sea perpendicular al plano 1, el vector normal del plano n y el vector director de la recta u han
de ser paralelos, por tanto sus coordenadas proporcionales.

a/2=4/-1=2/B.

Igualando y operando tenemos.

De a. /2 = 4/-1, obtenemos o. = - 8
De 4/-1 = 2/, obtenemos 3 = - 1/2
(b)

Para que la recta r esté contenida en el plano T, el punto de la recta debe pertenecer al plano y los vectores ny u
han de ser perpendiculares, es decir su producto escalar valer 0.

Si A € R, sustituyendo obtenemos 2 + $ = 0, de donde 3 = - 2

Como n y u son perpendiculares, n eu = ((2, -1, )o (o, 4, 2) = 2a - 4 + 2B = 0. Sustituyendo el valor de § = - 2,
nos resulta a = 4

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 4 de 2007.

[2’5 puntos] Calcula la distancia del punto P(1,-3,7) a su punto simétrico respecto de la recta definida por
3x-y-2z-2=0
x+y-z+6=0

Solucion

|

d(P,P’) = 2.d(P,Q), donde Q es la proyeccion ortogonal de P sobre la recta "r" y P’ es el simétrico del punto P
respecto de la recta "r"

De la recta "r"
3x-y-2z-2=0
x+y-z+6=0
Tomamos un punto A y un vector director u

Para el punto A hacemos x = 0, con lo cual sumando salez=2 ey = - 4, luego A(0, -4, 2)




3 =1 =1

1 1 -1
Un vector director de la recta es, u = =i(1+1)—j(-3+1)+k(3+1)=(2, 2,4)

Calculamos el plano © perpendicular a la recta "r" que pasa por el punto P(1,-3,7). Su vector normal n es el vector
director de larecta u = (2, 2, 4)

El plano pedido es 2x + 2y + 4z + K= 0. Le imponemos la condicién de que pase por P(1,-3,7).
2(1) +2(-3) +4(7) + k=0, de donde K =-24 y el plano es 2x + 2y + 4z - 24 = 0. Simplificandolox +y + 2z — 12 =
0

El punto Q es la interseccion de la recta "r" con el plano, para lo cual ponemos la recta en paramétricas, y la
sustituimos en el plano.

x=0+2m
y=-4+2m
z=2+4m

(2m)+ (-4 +2m)+2(2+4m)—-12=0=2m +2m + 8m — 12 =0, de donde m = 1 y el punto Q es Q( 2(1), -4+2(1),
2+4(1) ) = Q(2,-2,6)

2 2 2
d(P.0) = P)| = VI + 1+ 1 =3

PQ=(2-1,-2—(-3),6-7)=(1, 1, -1)

La distancia pedida es d(P,P’) = 2.d(P,Q) = E\E u.l.

Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 5 de 2007.

(a) [1’5 puntos] Encuentra la ecuacion de la recta r que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a los
planos 11, de ecuacion x +y + z =3V3 y 1, de ecuacién - x +y + z =2.

(b) [1 punto] Halla la distancia de la recta r al plano 1.

Solucion
(a)
Origen de coordenadas O(0,0,0)
Plano 114 de ecuacién x + y + z =3v3. Su vector normal es n = (1,1,1)
Plano 11, de ecuacion - x + y + z =2. Su vector normal es n’ = (-1,1,1)

Como la recta "r" pedida es paralela a ambos planos su vector director u es el producto vectorial de los vectores n
yn'.

._.
—_ =
— e ey

u= =i(1-1) —j(1+1) + k(1+1) = (0, -2, 2)
La recta "r" pedida en paramétricas es (pasa por el origen de coordenadas)

x=0 y=-2m z=2m, conme R




(b)

El vector director de la recta "r" es u = (0, -2, 2), que por su construccion es perpendicular al vector normal n del
plano 114, por tanto la recta y el plano son paralelos con lo cual la distancia de la recta "r" al plano "m{" es la
distancia de cualquier punto de la recta (el origen) al plano, es decir

. ‘D+D+ 0+ 3@‘_ 33

dir.m) = d(0,m) = o =3/
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Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 5 de 2007.

{Ex -¥=53

+ - =
Considera el punto P(1,0, - 2) y la recta r definida por 27 =AE S Y
(a) [1'5 puntos] Determina la recta perpendicular a r que pasa por P.

(b) [1 punto] Halla la distancia entre el punto P y su simétrico Q respecto de la recta r.

Solucion
(a)
F fl
b
Ilrll
8]
{Ex —y=1
+ —_ =]
Punto P(1,0, - 2) y la recta r definida por 27 =AE S Y

Para calcular la "s" perpendicular a la recta "r" por el punto P, calculamos la proyeccién ortogonal del punto P
sobre la recta "r" que sera el punto M. La recta pedida es la recta que pasa por los puntos P y M.

Calculo el plano = perpendicular a la recta "r" que pasa por P. Su vector normal n es el vector director de la recta
"r" el u que lo calcularemos como un producto vectorial.

i Gk
a -1 10
= 1 -4
n=u= = i(4) —j(-8) + k(2 + 2) = (4,8,4)

El plano pedido es 4x + 8y + 4z + K= 0 y le imponemos la condicion de que pase por el punto P(1,0, - 2)

4(1) + 8(0) + 4(-2) + K= 0, de donde K = 4, luego el plano © es 4x + 8y + 4z + K = 0 y simplificandolo un poco nos
quedax+2y+z+1=0.

Calculamos ya M que es la interseccion de "r" con "n ", para lo cual ponemos la recta "r" 1° en paramétricas.




2x—-y=5

2x+y—-4z=7.Tomox=Aconlocualy=2A-5yz=L-3

X=X
y=-5+2)\
z=-3+A

(AM)+2(-5+20)+(-3+1L)+1=0,dedonde A =2
El punto M es M( (2), -5+ 2(2),. -3 + (2) ) = M(2, -1, -1)

La recta "s" pedida es la que pasa por P(1,0, - 2) y M(2, -1, -1). Tomo como punto el P(1,0, - 2) y como vector
directorelPM=(2-1,-1-0,-1-(-2))=(1,-1, 1)

La recta "s" pedida en continua es (x — 1)/1 = (y — 0)/(-1) = (z + 2)/1
(b)

Segun la construccion que hemos hecho en el apartado (a) resulta que el punto M (proyeccién ortogonal del punto
P sobre la recta "r") es el punto medio del punto P y de su simétrico Q, por tanto:

4(P, Q)= 24(P.M) = 2pMj = 2N +T+12 =243,
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Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 6 de 2007.
Considera el plano 1 de ecuacion 2x + 2y- z- 6 =0 y el punto P(1,0,-1).
(a) [1'25 puntos] Calcula la recta que pasa por el punto P y es perpendicular al plano Tr.
(b) [1'25 puntos] Encuentra el punto simétrico de P respecto del plano .
Solucion
(@)

"lP

(2

La recta "r" perpendicular al plano 1T de ecuacion 2x + 2y— z— 6 = 0, tiene como vector director u el vector normal
del planon, luegou=n=(2,2,-1)

La ecuacion de la recta "r" perpendicular a " que pasa por el punto P, en forma paramétrica es:

X=1+2m
y=0+2m
=-1-m

(b)

Para calcular el punto P’ simétrico del punto P respecto a la recta "r", nos damos cuenta por el apartado (a) que el
punto Q (interseccién de la recta "r" con el plano "") es el punto medio del segmento PP’

Para calcular Q = r n T, sustituyo la recta en el plano y determino m.

10



2(1+2m)+2(2m)-(-1-m)-6=0. Operando 9m — 3 = 0, de donde m = 1/3.
El punto Q es Q(1 + 2(1/3), 2(1/3), - 1 = (1/3) ) =Q(5/3, 2/3, -4/3)

Como Q es el punto medio del segmento PP’, tenemos que (5/3, 2/3, -4/3) = ( (1+x)/2, y/2, (z-1)/2), de donde
igualando miembro a miembro y despejando obtenemos que el punto simétrico P “ es P (7/3, 4/3, -5/3)

12

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 6 de 2007.

Considera el plano 11 de ecuacion 2x + 2y -z - 6 = 0 y la recta "r" definida por 2 -1 2

(a) [1'25 puntos] Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano 1 con los ejes de
coordenadas.

(b) [1'25 puntos] Calcula, razonadamente, la distancia de la recta r al plano .

Solucion

1 de ecuacion 2x + 2y - z— 6 = 0. Su vector normales n = (2, 2, - 1)

recta "r" definida por 2 -1 2 Ppunto de la recta M(1, -1, 0) y vector director u = (2, -1, 2)
(a)

-
C

I
I
I
A ~ 4
|
1

Para calcular los vértices de los puntos de corte del plano 1 con los ejes de coordenadas, ponemos la ecuacion
del plano en su forma segmentaria, y los nimeros que dividan a la "x", la "y" y la "z" seran la abscisa, ordenada y
cota de la interseccion.

2x+2y-z-6=0
2x + 2y - z = 6. Dividimos todo por 6
x/3 +y/3 + z/(-3) = 1, por tanto los puntos de corte son A(3, 0, 0), B(0, 3, 0) y C(0, 0, - 3)

(También se puede hacer como interseccion de planos. Para el A se hace la interseccién del plano dado con los
planosy =0y z=0)

Recordamos que el area del tridangulo es 1/2 del area del paralelogramo que determinan los vectores AB y AC, y
que el area del paralelogramo era el médulo del producto vectorial de dichos vectores, es decir.

Area triangulo = (1/2).||ABxAC|| AB =(-3,3,0) AC =(-3,0,-6)

!
-3

o ah —
i F}

-6
ABXAC = = i(-18) —j(-18) + k(9) = (- 18, - 18, 9)

11



Ifgrgre =22
Area triangulo = (1/2).||ABXAC|| = 2 e

(b)

=

Como larecta "r'" y el plano "= " son paralelos porque el vector normal del plano n = (2, 2, - 1) y el vector director
de larecta "r" u = (2, -1, 2) son perpendiculares al ser su producto escalar cero (veamoslo)

neu=(22-1)e(2-1,2)=2-2-2=0

resulta que la distancia de la recta "r" al plano "n " es la distancia de un punto cualquiera de la recta, el M(1,-1,0)

2D+ 2(-1)+0-6
o206 6y,

al plano "T[ ", es deC”. d(llrll, IIT[ ll) = d(M, IIT[ ll) = ‘JEE + 22 + 12 \E
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Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 1 de 2006.

X¥=a+f
y="1-2f

Sear la recta de ecuacion y s la recta de ecuacion (x -1)/2 = (y + 2)/1=2/3
(a) [1’5 puntos] Calcula el valor de a sabiendo que las rectas r y s se cortan.

(b) [1 punto] Calcula el punto de corte.

Solucion
(a)
X=a+t
y="1-2f
z=4-1f ,
Der= tomamos un punto A(a,1,4) y un vector director u = (1,-2,-1)

De s =(x-1)/2 = (y + 2)/1 = z/3 tomamos un punto B(1,-2,0) y un vector director v = (2,1,3)
Evidentemente las rectas se cortan o se cruzan porque los vectores u y v no son proporcionales.

Las rectas se cortan si y solo si det(AB,u,v) =0

AB = (1-a, -3,-4)
1-g -3 -4
1T =2 -1|=
2 1T 3
det(AB,u,v) = (1-a)(-6+1) —(-3)(3+2) + (-4)(1+4) = -10 + 5a = 0, de donde a = 2 para que las

rectas se corten.
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(b)

Para calcular el punto de corte ponemos ambas rectas en paramétricas con parametros distintos e igualamos x =
X, y=yyz=z

Xx=2+t X ="14+2m
r=ey=1-2f g=<y=-24m

z=4-f Z=23m

Igualamos x=x x=y 2+t=1+2m 1-2t=-2+m
Resolviendo este sistema obtenemos t = m = 1, lo cual verifica z = z, por tanto el punto de corte es

P(2+(1),1-2(1),4-(1) ) =P(3,-1,3)

14

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 1 de 2006.

[2’5 puntos] Halla un punto A de la recta r de ecuacion x =y = z y un punto B de la recta s de

ecuacion x = y/(-1) = (z + 1)/2 de forma que la distancia entre A y B sea minima.

Solucion

Veamos primero la posicion relativa de las rectas r y s para lo cual tomamos un punto y un vector directo de cada
una de ellas.

De r punto M(0,0,0) y vector u = (1,1,1)
De s punto N(0,0,-1) y vector v = (1,-1,2)
Como los vectores u y v no son proporcionales las rectas se cortan o se cruzan.
MN = ((0,0,-1)
Si det(MN,u,v) = 0 las rectas se cortan y si det(MN,u,v) = O las rectas se cruzan
00 -1
1T 1 1]=
-1

2
det(MN,u,v) = (-1)(-1-1) = 2 # 0, por tanto las rectas se cruzan

B §

En realidad lo que me estan pidiendo son los puntos A y B que hacen minima la distancia entre ellas. Tomaremos
un punto genérico de la rectar, el A, otro genérico de la recta s, el B, con parametros distintos. Formaremos el
vector AB y le impondremos la condicion de que sea perpendicular a la vez al vector directo de la recta s y de la
recta r (Su productos escalares seran cero). Luego resolveremos el sistema y obtendremos los puntos pedidos

A(a,a,a); B(b, -b, -1+2b); AB =(b-a, -b-a, -1+2b-a)
ABe u = b-a-b-a-1+2b-a =-3a + 2b-1 =0

ABe v = b-a+b+a-2+4b-2a = -2a + 6b-2 =0
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Resolviendo el sistema
-3a+2b-1=0

-2a + 6b-2 = 0, obtenemos de soluciones a = -1/7 y b = 2/7. Por tanto los puntos pedidos son A(-1/7, -1/7, -1/7) y
B(2/7, -2/7, -1- 4/7) B(2/7, -2/7, -11/7)

Vamos a calcular dicha distancia.
d(r,s)= d(A,B) = ||AB]|
AB = (2/7+1/7, -2/7+1/7, -11/7+1/7) = (3/7, -1/7, -10/7)

2 2 2
-5
d(r,s)= d(A,B) = ||AB|| =

15

Ejercicio n” 4 de la opcién A de septiembre de 2006
¥ =0
Z-3
y-1l=_—"—
[2’5 puntos] Determina los puntos de la recta r de ecuaciones 2
ecuacion x + z= 1y del plano n’ de ecuaciony —z = 3.

que equidistan del plano = de

Solucion

Pasamos la recta a vectorial. = , Siendo "a" un parametro, por tanto la
ecuacion de la recta en vectorial es (x, y, z) = (0, 1 + a, 3 + 2a) y por tanto podemos tomar como punto genérico
de la recta P(0,1+a,3+2a), cona € R .

Como piden los puntos que equidistan de los planos n y = ’, tenemos que d(P, n ) = d(P, ")

|D+2 a+3-’l|

diP, )= ‘E

|a+1-2a-3-3|
d(P, n’) = \'E
Igualando ambas expresiones y simplificando tenemos |2a+2| = |-a - 5|, de donde salen las ecuaciones
2a+2=-a-5 y 2a+2=a+5.
De 2a+2 = -a - 5, operando sale a = -7/3 y un punto es P(0,1-7/3,3-14/3) = P(0, -4/3, -5/3)

De 2a+2 = a + 5, operando sale a = 3 y el otro punto es P’(0,1+3,3+2(3)) = P’(0, 4, 9)

16

Ejercicio n” 4 de la opcién B de septiembre de 2006
Considera los puntos A(1,0,-2) y B(-2,3,1)
(a) [1 punto] Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales

(b) [1’5 puntos] Calcula el area del triangulo de vértices A, By C, donde C es un punto de la recta de ecuacion -x
=y—1=2z ;Depende el resultado de la eleccién concreta del punto C?
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Solucion

(@)

A(1,0,-2) y B(-2,3,1)

Observamos la siguiente igualdad entre vectores AB = 3AM
AB = (-3,3,3)

AM = (x-1,y,z+2)

De AB = 3AM obtenemos (-3,3,3) = (3x-3,3y,3z+6), e igualando miembro a miembro se tienex=0,y=1yz=-1,
es decir el punto M es M(x,y,z) = M(0,1,-1)

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir
N(x,y,z)= N(-2/2, (1+3)/2, (-1+1)/2) = N(-1,2,0)
(b)

Antes de calcular el area del triangulo de vértices A, B y C ponemos la recta r en forma continua jjcuidado, pues
no me la han dado en forma continua!!

-x =y —1 =z en forma continua es x/(-1) = (y-1)/1 = z/1.

Un punto de la recta es C(0,1,0) y un vector director de la recta es u = (-1,1,1)

C

A B

Recordamos que el area del triangulo es 1/2 del area del paralelogramo que determinan los vectores AB y AC, y
que el area del paralelogramo era el médulo del producto vectorial de dichos vectores, es decir.

Area triangulo = (1/2).||ABXAC]||

AB = (-3,3,3)
AC = (-1,1,2)
Tk
33 3
11 2
ABXAC = =i(3) —j(-3) + k(0) = (3,3,0)
123 = §J§ L
Area triangulo = (1/2).||ABxAC|| = 2 2

Para responder a la pregunta ¢ Depende el resultado de la eleccion concreta del punto C? hay que recordar
también que el area de un triangulo es 1/2 del producto de la base (en nuestro caso el médulo del vector AB) por
la altura.
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Resulta que la recta "r" que me han dado x/(-1) = (y-1)/1 = z/1 es paralela al segmento AB, puesto que el vector
director de la recta es u = (-1,1,1) y el vector AB = (-3,3,3) son proporcionales.

Evidentemente el segmento AB no esta contenido en la recta porque en dicho caso no se podria formar triangulo
y nos resultaria el area 0.

Al ser la recta "r" paralela al segmento AB, la altura de cualquier punto C de la recta trazada sobre la recta que
3
23708
contiene al segmento AB siempre es la misma, por tanto el area del triangulo siempre es 2 ,

independientemente del punto de la recta que tomemos.

C o o C C C racta "f"

A, B
Area = (1/2)(base)(altura) = (1/2)||AB||.h, y h no varia sea cual sea el punto C de la recta "r".

Otra forma de hacerlo (Javier Costillo)

Consideramos un punto C genérico de la recta - x =y —1 =z = a con "a" ndmero real.
C(x,y,z) = C(-a, 1+a, a)

Si en el calculo del area del triangulo vemos que no depende del parametro "a", entonces el area sera la misma
independientemente del punto C de la recta que tomemos

A(1,0,-2)y B(-2,3,1)
Area triangulo = (1/2).||ABxAC]|
AB = (-3,3,3)

AC=(-a-11+a,a+2)

= i(3a+6-3-3a) — j(-3a — 6 + 3a + 3) + k(-3 -3a + 3a + 3) = (3,3,0)

1 3

N e N R
Area triangulo = (1/2).||ABXAC|| = 2 2
tampoco del punto C elegido de la recta.

, que no depende del parametro "a" y por tando
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Ejercicio n” 4 de la opcién A de junio de 2006

X=25 7-6
—_— y - —_—
Considera el plano = de ecuacion 2x +y —z + 2 = 0 y la recta r de ecuacion -2 i
(@) [1 punto] Halla la posicidn relativa de r y n segun los valores del parametro m.

(b) [ 0751 puntos] Para m = - 3, halla el plano que contiene a lo recta r y es perpendicular al plano .

(c) [0’5 puntos] Para m = - 3, halla el plano que contiene a lo recta r y es paralelo al plano =« .
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Solucion

(@)

Ponemos la recta "r" en paramétricas, la sustituimos en el plano y obtenemos una ecuacién en un parametro "b".
Cuando exista solucién para dicho parametro la recta cortara al plano

X=3 _ y= z-6
Recta"r" —2 fi punto A(5,0,6). Vector directo u = (-2, 1, m)
x=5-2b
y= b
Z=6+mb

Recta "r" en paramétricas
Sustituimos la recta en el plano «

2(5-2b)+ (b)— (6 + mb)+2=0=Db(-3-m)+ 6, de donde b = 6/(3 + m) lo cual tiene solucion si el denominador
no es cero, es decir sim # -3.

Luego para cualquier valor de m distinto de -3 la recta corta al plano en un solo punto, pues la solucién de "b" es
Unica. Sin embargo par m = -3 la recta es paralela al plano

(c)

Para m = -3 la recta es paralela al plano, luego el plano pedido es de la forma 2x + y - z + K = 0, le imponemos la
condicion de que pase por un punto de la recta, el A(5,0,6) y tenemos 2(5) + (0) - (6) + K= 0, de donde K = -4
yelplano pedidoes 2x+y-z-4=0

(b)

Lo hacemos por haz de planos a partir de la recta

X=5 7-6
—_— y - —_—
Ponemos larecta "r" -2 -3 en implicitas para lo cual igualamos dos a dos.
P75 7 6 {x+2y-5:0
——=Y Y= _
-2 e =3 | de donde nos queda dy+z-6=0

Formamos el haz de planos (x + 2y — 5) + b(3y + z— 6) = 0 y lo consideramos como un plano =’ de ecuacion x +
(2 + 3b)y + bz + (-5 — 6b) = 0 con vector normal n’ = (1, 2 + 3b, b)

El plano r de ecuacion 2x + y —z + 2 = 0 tiene de vector normal n = (2,1,-1)

Como me dicen que el plano que contiene a la recta tiene que ser perpendicular al plano =, los vectores normales
también son perpendiculares y su producto escalar cero, es decir.

nen=0=(2,1,-1)e(1,2+3b,b)=2+2+3b—-b =4+ 2b, de donde b = -2 y el plano pedido es (x + 2y — 5) + (-
2)3y+z-6)=0=x—-4y—-2z+7=0

Otra forma de hacerlo (mas sencilla) gracias a D? Vicenta Serrano Gil

Formamos el plano pedido tomando un punto y dos vectores, el punto de la recta A(5,0,6), uno de los vectores el
director de la recta u = (-2,1--3) y otro el normal del plano n = (2,1,-1). El plano pedido se calcula resolviendo el
determinante det(x - a, u, n) = 0, yobtenemos el mismo resultado x -4y -2z +7=0
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Ejercicio n” 4 de la opcién B de junio de 2006

{}{ +y-2-3=0
+ + 1=
Considera el punto P(3, 2, 0) y la recta r de ecuaciones x+2z+1=10

(a) [1 punto] Halla la ecuacion del plano que contiene al punto P y ala rectar.

(b) [1.5 puntos] Determina las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto de la rectar.

Solucion
(a)
¥ =-1-20
y=4 +30 oe'R
Z= o)

Expresamos r en paramétricas:

La ecuacién del plano pedido la construimos considerando como vectores direccionales del mismo

—_—

U= -2.3.1) PP’ =(-4.20) . Pudiendo considerar vectores de componentes proporcionales que tendran

la misma direccion:

W-3 y-2 Z
-2 3 N=0=x+2y-4z-7=10
-2 1 0

Ecuacion del plano:
(b)
Sea M el punto medio del segmento PQ, M es un punto de la recta que verifica la siguiente condicion:

Pri.u =10 C
d . Desarrollando la condicion del producto escalar nulo obtenemos:

PM.U =0=(4-2a2+30a)(-231 =0=8+40+6+9a+a=0=0=-1
Sustituyendo este valor en las ecuaciones paramétricas de r obtenemos el punto M:

M= (1,1-1)

. Puesto que M es el punto medio del segmento PQ, se tiene:

Con lo cual el simétrico es el punto Q =(-1, 0, -2)
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Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 4 de 2006.

Ix-2y+z=2
. _ _ -X+2y -3z =12
Sea r la recta de ecuacion (x — 5)/2 = (y+2)/(-1) = z/4 y s |la recta dada por
(a) [1'5 puntos] Determina la posicion relativa de ambas rectas.

(b) [1 punto] Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
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Solucion
(a)
De larecta r (x — 5)/2 = (y+2)/(-1) = z/4 tomamos un punto A(5, -2 0) y un vector director u = (2, -1, 4)
Ix-2yv+z=2

De larecta s {_x +Ej.f—32 =2

tomamos un punto B(5, -2 0) y un vector director v
Para el punto hacemos z = 0 y nos queda el sistema
3x—-2y=2

-x + 2y = 2, que al resolverlo nos da x =2 e y = 2, por tanto el punto es B(x,y,z) = B(2, 2, 0)

ik
2 =2 1=
-1 2 -3
v= i(6-2) — j(-9+1) + k(6 — 2)= (4, 8, 4)

Como los vectores u y v no son proporcionales las rectas se cortan o se cruzan. Para ver en que caso estamos
tenemos que ver si es 0 0 no el determinante det(AB, u, v)

AB =(-3, 4, 0)
-3 4 0
2 =1 4=140=0
4 8 4
det(AB, u, v) = , por tanto las rectas se cruzan

(b)

Como el plano contiene a la recta r un punto del plano es A y un vector del plano es u. Como el plano es paralelo
a la recta s el otro vector paralelo del plano es el v.

x-5 y-2 Z
2 -1 4=
4 g 4
n=det(AB, u, v) = (x-5)(-4-32) — (y-2)(8-16) + z(16+4) = -36x + 8y + 20z + 164 = 0
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Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 4 de 2006.

{X + _'!I.-'r + 7 = '1
- + -
Considera la recta r de ecuaciones X-2y+3z=0
(a) [125 puntos] Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y no corta al eje OZ .

(b) [1'25 puntos] Calcula la proyeccion ortogonal del punto A(1, 2, 1) sobre la rectar.
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Solucion
(a)
X+ +zZ =1

x=-2y+3z=10

Formamos el haz de plano de terminado por la recta { que es (x+y+z-1) + m(x-2y+3z)= 0
Ordenandolo (1+m)x + (1-2m)y + (1+3m)z + (-1) = 0. Un vector normal genérico seria n’ = (1+m, 1-2m, 1+3m)

Como el plano pedido no puede cortar al eje OZ el vector normal del plano n’ y el director del eje k = (0,0,1) han
de ser perpendiculares, es decir su producto escalar ha de ser cero, es decirken’ =0

ken’'=0=1+3m=0,dem=-1/3y el plano pedido es (x+y+z-1) + (-1/3)(x-2y+3z)= 0
(b)

Calculamos el plano © que pasa por A(1, 2, 1) y es perpendicular a r. Su vector normal n sera el directorder, u =

-+ —

ok
1T 1 1=
1 -2 3

i(5) —i(2) + k(-3)= (5, -2, -3).
El planotes5(x—-1)—2(y—-2)—3(z-1)=5x—-2y-3z+2=0
El punto Q proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r es la interseccion de la recta r con el plano =
X+ +zZ =1

— + =

Ponemos la recta r {X 2y +32=0 en vectorial. Ya hemos visto que un vector director es u = (5, -2, -3).
Calculamos ahora un punto suyo M, para lo cual hacemos z = 0y nos queda y = 1/3 y x = 2/3, es decir M(2/3, 1/3,
0)

La recta r en vectorial seria (x, y, z) = (2/3 + 5m, 1/3 —2m, -3m) con m € R . Sustituimos r en = y obtenemos el
valor del parametro m.

5(2/3 +5m )—2(1/3 —2m ) — 3(-3m ) + 2 = 0. Operando nos queda 38 m + 14/3 = 0, de donde m = -7/57 , y el
punto buscado es Q(2/3 + 5(-7/57), 1/3 — 2(-7/57), -3(-7/57)) = Q(1/19, 11/19, 7/19)
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