PENDIENTES MATEMATICAS | : SEGUNDA PARTE (temas: 10, 11, 12)

TEMA 10.

Ejercicion®1.-
Halla el dominio de definicion de las funciones siguientes:

a)y =

x2 +1

X+1
b) y =

Jx
Solucioén:

a) x2+1=0 para todo x e R — Dominio =R

byx >0 — Dominio = (0, + )

Ejercicio n® 2.-

A partir de la grafica de estas funciones, indica cual es su dominio de definicion:
a) b)

Y Y

Solucién:
a) Dominio =R—{—1}
b) Dominio =[0,+ «)

Ejercicio n° 3.-
Vamos a considerar todos los rectangulos de 30 cm de perimetro. Si llamamos x alalongitud de la
base, el area sera:

15-x

X
A =x(15-x)

¢Cual es el dominio de definicion de esta funcion?

Solucion:

x puede tomar valores entre 0y 15 cm. Por tanto, Dominio = (0, 15).

Ejercicio n®4.-
Asocia a cada grafica su ecuacion:

5
a) y=-3x+5  h) y=(x+2)? ) y=-3X d) y =-4x2
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Solucién:
a) IV b) | c) d) Il

Ejercicio n°®5.-
Asocia a cada una de estas graficas su ecuacion:

a) y= :
X -4
b) y =+v2x
c) Yy =1+2
X
d) y=-vx+1
I
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Solucién:
a) IV b1 ¢ I d 1

Ejercicio n°6.-
Asocia cada una de las siguientes gréaficas con su ecuacion:

a) y=2%
l X
b =| =
)Y (2)
c) y =log,x
d) y =logy,x
[ 1]
) Y ) Y
2 2
\
X X
— ) D — ) )
b _n
iy iy
1 v
) Y ) Y
9 o)
X X
-4 =2 2 -4 =2 2
_h _n
Solucién:
ay IV b1l ¢ I d |l

Ejercicion®?7.-
Obtén el valor de las siguientes expresiones en grados:

a) y = arccos (-1)

b) y =arctg (\/5)

Solucioén:
a) y =180° b) y =60°

Ejercicio n°8.-
Representa graficamente:

3
=—Xx-2
Y 2



Solucién:
Y

N )

Ejercicio n°®9.-
Hallala ecuacion delarectaque pasapor (— 1 2) y cuyapendiente es —%.

Solucién:
Escribimos la ecuacién punto—pendiente:

y :—%(x+1)+2

Operando, llegamos a:

-1 1 -1 5
y=—X-——=+2=—X+—

3 3 3 3
y=Tixs2

3 3

Ejercicio n®10.-
Obtén la grafica de la funcién:

Solucién:
e Hallamos el vértice de la parabola:

2a 1
e Puntos de corte con los ejes:

2
Coneleje X - y=0 — %—2x+1=0 = x*-4x+2=0

,_4%116-8 [x=341 — Punio (341, 0)
- 2 x=059 — Punto(059;0)

Coneleje Y » x=0 — y=1 — Punto (0,1)
e Hallamos algun otro punto:

X -1 4 5
y 3,5 1 3,5




o La gréf)i]ca es:

-l /
\ /

\~)

Ejercicio n®11.-
Representa graficamente la siguiente funcion:

1 X
(3]
Solucion:

Hacemos una tabla de valores:

0,25

0,0625

La gréfica es:

Y

Ejercicion®12.-
Representa la siguiente funcién:

Jex?siox<-1
2x+4 si x>2-1

Solucién:

Six < =1, tenemos un trozo de parébola.
Si X > -1, tenemos un trozo de recta.

La gréfica es:

Y

oo

[

"




Ejercicio n®13.-

En un contrato de alquiler de una casa figura que el coste subird un 2% cada afo. Si el primer afio se
pagan 7200 euros (en 12 recibos mensuales):

a) ¢Cuéanto se pagara dentro de 1 afio? ¢Y dentro de 2 afios?

b) Obtén la funcidn que nos dé el coste anual al cabo de x afios.

Solucién:
a) Dentro de 1 afio se pagaran 7200 - 1,02 = 7344 euros.
Dentro de 2 afios se pagaran 7200 - 1,02° = 7490,88 euros.

b) Dentro de x afios se pagaran:

y = 7200 - 1,02* euros.

Ejercicio n® 14.-
La siguiente graficacorresponde alafuncién y :f(x)

Y
4
8]
X
4D
)
A partir de ella, representa:
a) y=f(x)—3 b) y:f(x+2)
Y Y
4 4
o] o]
X X
) N
2 2
4
Solucion:
a) b)
Y Y
4 4
o] o]
| X X
1| b /
) 1 o)
|
I

(La gréfica de f(x) no es necesario incluirla. La afiadimos para que se aprecie mas claramente la
transformacion).



Ejercicio n®15.-
Representa, apartir delagraficade y =f(x), lafuncion y =|f(x)|:

Y Y
4 4
o) o)
—T1 |
X X
2 4 2
. .
Solucioén:
Y
4
o)
T |
X
D4
.

Ejercicio n° 16.-
Define como funcién "a trozos":
y =|2x +4]

Solucién:
_[-2x-4 si x<-2
Clox+4  siox>-2

Ejercicion®17.-
Sabiendo que f(x)=x —x? y g(x)=senx, halla:

Solucioén:

a) (g of)(x)=g[f(x)]= g[x - X2J= sen(x - xz)
b) (g 0g)(x) = g[g(x)]= g[sen x] = sen(sen x)

Ejercicio n° 18.-

Dadas las funciones:

f(x)=2- y g(x)=+x+1

Explica como, a partir de ellas, se pueden obtener por composiciéon estas otras:

plx)= 21 )=y %1




Solucién:

p(x)=(f og)(x) alx) = (g of )(x)

Ejercicio n®19.-
A p$rtir de lagraficadey =f(x):

—T]

o
o

a) Calcula f(3)y f*(5)
b) Representa,enlos mismos ejes, f’l(x)_

Solucién:

a) f(3)=1porque f(1)=3
f‘1(5)= 4 porque f(4)= 5

b)
Y

o
N9
B

Ejercicio n° 20.-

Calculala funcion inversa de:
-2x -1
f(x)=
(x) = =%

Solucién:

Cambiamos x por y, y despejamosla y:

x=—=1 Bx=-2y-1 = 2y=-5x-1 = y=_5);_1

Por tanto:
= _ -5x-1
)=




TEMA 11.

Ejercicion®1.-
Dada la siguiente gréfica de f(x), calculalos limites que se indican:

Y
8
\-—6
\l-la
\
\ 2o
N /)
gl gl lal D 2 ETER
2
4
6

a) lim f(x) b)XILrwa(x) o) limf(x) dylimf(x) e)limf(x)

X =40 x—2" x—2" x—0

Solucién:

a) limf(x)=—  b) lim f(x)=+0  ©) limf(x)=2  d) limf(x)=4 e)limf(x)=0

X—>+%0 x—2" x—2*

Ejercicio n® 2.-
Representa graficamente los siguientes resultados:

a) lim f(x) =+  b) lim g(x)=—o

Solucién:

a)

Ejercicio n°® 3.-

Calcula:

a) lim(3-x)
b) lim (1+v~2x
c) limsenx

]
X—>—
2



Solucién:

a) lim (3- x)2 52

X—>-2

im {1+ —2x) 1416 =1+4 =5

x—>-8

. VA
c) limsenx =sen Ezl

s
X——
2

Ejercicio n°4.-
Calcula el limite de la siguiente funcidn en el punto x =3 y estudia su comportamiento por laizquierda
y por la derecha:

Solucién:

X-3=0 = x=3
Calculamos los limites laterales:

lim = —0 lim = 400
x—3~ X -3 x—3" X -3
3

Ejercicio n®5.-
Calculay representa graficamente la informacién obtenida

3x -4
I|m—
x>-1x2 4 2x +1

Solucién:
im x2-3x-4 ~iim (x+1)(x-4) im X4
x=>-1x2 £ 2x +1 x—--1 (X+1)2 x>-1 X +1
Calculamos los limites laterales:
. X -4 . X -4
lim = 400 lim =—w
x—>-1" X +1 x—>-1" X +1

10



Ejercicio n®6.-
Calculalos siguientes limites y representa la informacion que obtengas:

a) Iim(2—x—x4)

3 2
b) lim | X-+2X_ _ox
X —>—00 3 2
Solucién:

a) lim (2-x—-x*)= 0

#

2
b) Iim >(—+X——2x ——oo
3 2

X—>—00

AR

Ejercicio n®7.-
Halla los siguientes limites y representa graficamente los resultados que obtengas:

. 3x%+1
a) lim ———
X -+ (2—X)
. 2-x°
b) lim
X —>—00 X2 _1
Solucién:
_ 3x%2+1
a) lim ——=0
) X—)+oo(2_x)3 ~




Ejercicio n°8.-
¢éSon continuas las siguientes funciones en x =2?

a) b)
y y
8 |
" |l |
PN > |
4f 4
| \
R )
- V1
-8 =6 | = —?l 2 4 | 6 8 X -8 -6 4| -2 2 4 | 6 8 X
Jip 4
/ i i

Si alguna de ellas no lo es, indica la razén de la discontinuidad.
Solucién:

a) No es continua en x = 2; aunque esté definida en x = 2, tiene el punto desplazado. Es una
discontinuidad evitable porque existe Iirr;f(x)
X—>

b) Si es continuaen x=2.

Ejercicio n°9.-
Halla el valor de k paraque f(x) seacontinuaen x =1:

2x+1 si x<1
f(x):{k si x>1

Solucién:

lim f(x) = lim(2x +1)=3

x—1" x—1"
lim f(x) =k
x—>1"

f(1)=3

Para que sea continua en x =1, lim f(x)= lim f(x)=f(1)

x—1" x—1"

Ha de ser k= 3.

Ejercicio n® 10.-
Halla las asintotas verticales de la siguiente funcién y sitGa la curva respecto a ellas:

2x +1
f(x)=
) x2-1

Solucién:

e x*-1=0 = x=-1; x=1.

12



Las asintotas verticales son x=-1y x=1.

o Posicién de la curva respecto a ellas:

. 2x +1 . 2x +1

im ————=-w lim = 400
X—-1" (X —1)(X +1) x—-1" x2 -1

. 2X+1 . 2x+1

lim = -0 lim = +00
Xx—1" x2_1 x—1" x2_1

Ejercicion®11.-
Halla las ramas infinitas, cuando x — +w ycuando x — —o, delafuncion:

—x3+x
flx)= 2 *X
)= =%

Representa graficamente los resultados obtenidos.

Solucién:
3
. =X +X
im —=- \
X—>+00
3
=X +X
im —— =+ \
X—>—00

Ejercicio n®12.-
Halla las ramas infinitas, cuando x — +o ycuando X — —oo, delafuncién:

2x°3 +x
)=

Representa la informacion obtenida.

Solucién:

2x3 + x
=2 2 x
x—>+0 1—X

13



Ejercicio n°® 13.-
Estudia el comportamiento de la siguiente funcién,cuando X — 40 ycuando X — —©, Yy
representa las ramas que obtengas:

X+1
fix)=———
( ) 2x2 42
Solucién:
X—+0 2% 2 1 2
~
x>0 Q%2 4 2
Ejercicio n° 14.-
Dada la funcion:
2x2 +1
fix)=——=
(x)==—

halla su asintota oblicua y representala posicion de la curva respecto a ella.

Solucién:
2
2" +1 =2X+4+ — Asintotaoblicua y =2x+4
X — —
9 . . .
e Cuando X — +oo, > >0 = Lacurva esti por encima de la asintota.
X j—

e Cuando x — —oo, 9 > <0 = Lacurvaestapor debajo de la asintota.

¢ Representacion:

,/ /

/ ’




TEMA 12.

Ejercicion®1.-
Dada la funcion:

f(x)=(x -1

Calcula latasa de variacién media en el intervalo [0, 1]. ¢ Es creciente o decreciente la funcién en dicho
intervalo?

Solucién:

T.V.M. [0, 1]= f(1;::‘)(0) = 0"1("1) = % =1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcién es creciente en este intervalo.

Ejercicio n° 2.-

Aplicando ladefinicién de derivada, calcula f' (1), siendo f(x):z.
X
Solucion:
2
(1) tim TN 2en %
h—0 h h—0
2-21+h) 2-2-2h —2h
= lim +h) = lim L-h) = lim a-h) =
h—0 h—0 h h->0 h
—lim 2N _jm 2 T2

h>0(1+h)h  hoo(1+h) 1

Ejercicio n° 3.-

Utilizando la definicién de derivada, calcula f'(x) paralafuncién f(x)=

X +1
3

Solucién:

f'(x):llmf(x+h)_f(x)—lim 3 S .
h—0 h h—0 h
X+h+1-x-1 h
= lim 3 —lim3 = lim-t ==
h—0 h h—0 h h—0 3h 3

Ejercicion®4.-
Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

s X
a) flx)=2x 3 b) f(x )= sen x

15



Solucion:
a) f'(x)=10x* +%
b) f'(x) = cos x

Ejercicion®5.-
Halla la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x):ﬂ+§

b)f(x):?)X:-l
Solucién:
1 2
af'ix)=——-—
b) £*(x) = 3e* —(3x+1)e* e*(3-3x-1) 2-3x

ey ey e
Ejercicio n°6.-

Halla la derivada de la siguiente funcion:
f(x)=|n(3x4—2x)

Solucion:

1 12x% -2
f'ix)z2 ———— . (12x3 -2)]=222 2
(X) 3x4 —2x ( X ) 3x4 —2x

Ejercicio n°®7.-

- 1
Hallalaecuacién delarectatangentealacurva y =X que seaparalelaalarectay = ZX +1.

Solucién:

o V'

1
24/x

Lapendiente de larectaes y'= i

I
U
1]

I
U
x
1]
N

Cuandox =4,y =2
La recta sera:

y :2+l(x—4):2+lx—1:1x+1
4 4 4

16



Ejercicio n° 8.-

Hallay representa graficamente los maximos y minimos de la funcion:

y =x%-3x?-9x +1

Solucion:

. y'=3x2—6x—9=3(x2—2x—3)=o:>x=—2i”;”12 _
s+4 [ X=3 - Punto (3,-26)
2 x=-1- Punto (-1, 6)

¢ Hallamos las ramas infinitas para saber si son maximos o minimos:

Iim(x3—3x2—9x+1)=+oo lim (X3—3X2—9X+l)=—oo

X—>+0 X—>—00

Paatams 6

YR

{ 26—

Méximo en (-1, 6) y minimo en (3, -26).

Ejercicion®9.-
Estudia el crecimiento y el decrecimiento de la funcién:

2
f(X)= X —23X +1

Solucién:

f'(X) _ 2x -3
e Estudiamos el signo de la derivada:
2x -3

2
2x-3

=0 = 2x-3=0 = x=%

>0 = 2x-3>0 = 2x>3 = x>g
2Xx -3

<0 => 2x-3<0 = 2x<3 = x<%

., 3 3 . _ 3
e Lafuncién decrece en — y crece en St y tiene un minimo en X:E :

17



Ejercicio n° 10.-

Representauna funcidn polinémica f(x ) delaque sabemos que:

o lim f(x)=—0; lim f(x)=+o0

X —>+00 X —>—00

e SuderivadaesOen (-2,-2) yen (0, 2).
e Cortaalosejesen (-3, 0), (-1,0), (1,0) y (0, 2).

Solucion:
Y
\
\
2
1
\ JAREAY
| L7 | 1 X
/LN
\
I 5 N I I
Ejercicio n®11.-
La siguiente grafica corresponde a la funcién f (x):
Y
| 3 \
| 5 \
1
/ . \
X
41 /3| bl 1] )
1
A o) N
2
4
11 \

a) ¢En qué puntos se anulala derivada?
b) ¢ Cuéles son sus asintotas?
¢) Indica la posicion de la curva respecto a sus asintotas verticales.

Solucién:

3) I‘((O(;):—O } Hay un maximo en (0,-3)

b) Asintotas verticales: x=-2, x=2
Asintota horizontal: y=-2

lim f(x) = +o; lim f(x)=—0
C) X—>-2" x—-2*

lim f(x) = —oo; lim f(x) = +o0

x—2" x—2"

18



Ejercicion®12.-
Representa la siguiente funcién, estudiando los aspectos que consideres mas relevantes:

f(x)=x*-12x
Solucioén:

e lim (x3 —12x): +00; m (x3 —12x): —0

li
X—>+0 X—>—0
. Puntos de corte con los ejes:
X =—4/12 — Punto (— 12, 0)

Coneleje X — x3—12x:x(x2—12):0 x=0 — Punto (0, 0)

X :\/E — Punto (\/E 0)

ConeleeY > x=0 > y=0

e  Puntos singulares:

X=-2 - Punto(—Z, 16)
f'(x)=3x2-12=0 = x?’=4 =
x=2 — Punto(2,-16)

. Gréfica:

D

T~
,4
AL
|

=
—

— =
-
T

Ui

fx)=x"-12x

Ejercicio n°® 13.-
Estudia y representa la siguiente funcion:

Solucion:
e Dominio=R - {2}

e  Puntos de corte con los ejes:
3x
X—-2
Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)

Coneleje X > y=0 — =0 - x=0 — Punto(0,0)

e Asintota vertical: x=2

19



lim f(x)= -0 ; lim f(x) = +o0

X—2~ x—2"

Asintota horizontal: y =3

lim 3x =3, con y>3
X—>+0 X — 2
lim 3x =3, con y<3
X*)—wx_z

e  Puntos singulares:

,X=3(x—2)—3x=3x—6—3x: -6,
T T w

No tiene puntos singulares.

. Grafica:

SI I NI G

2
L~

a0 [« R

I

=35

Ejercicio n° 14.-

Representa graficamente la siguiente funcion, estudiando los aspectos que consideres mas relevantes:

x3+2
f(x)= <
Solucion:
e Dominio=R - {0}
e Puntos de corte con los ejes:
x®+2

Coneleje X -y =0 =0 - x*+2=0 -

- x=%-2~-13 — Punto (-13;0)
Coneleje Y ™ Nocortaeleje Y, pues x=0 no esta en el dominio.
e Asintota vertical: x=0

lim f(x) = +e0

x—0

lim f(x) = —oo;
x—0"

¢ Rama parabodlica (pues el grado del numerador es dos unidades mayor que el del denominador )

20



lim f(x)=+o0;  lim f(x) = +oo

X—>+00 X—>—0

e  Puntos singulares:

f,(x):3x2-x—(x3 +2): 3axd-x3-2

x2 x2 x2 x2

f'x)=0 = 2(x3—1)=0 = x}-1=0 = x=%1=1 - Punto(13)

° Gréfica:
Y
| Y|
‘ |
‘ U
\ 11N
o)
\
\ X
%16 2 D 51 8
4
fo=2
Ejercicio n° 15.-
Dada la funcién
2x2 +1
flx)= 2

estudia sus aspectos mas relevantes y represéntala graficamente.

Solucion:
e Dominio=R - {0}
e  Puntos de corte con los ejes:

Coneleje X —» y=0 — 2x?+1=0 - Nocortaaleje X.
Coneleje Y —» Nocortaal eje Y, pues x=0 no pertenece al dominio.

e Asintota vertical: x=0

lim f(x)=+o;  lim f(x) = +o0

x—0" x—0"

e Asintota horizontal: x =2
lim f(x)=2, cony >?2

X—>+0

lim f(x)=2, cony >?2

X—>—0



e  Puntos singulares:

= —=0
(x2)2 N N 3

() ax-x2—(2x2 +1)-2x _ 4 -4 —2x _-2x _ -2

No tiene puntos singulares.

. Gréfica:

[N

—

0

—

D[Sl o

[
D\
BN
()
o)

Ejercicio n° 16.-
Dada la funcion

estudia sus aspectos mas relevantes y represéntala graficamente.

Solucioén:
e Dominio=R - {0}

e  Puntos de corte con los ejes:
x®+4

Coneleje X —» y=0 =0 = x*+4=0 =

X
= x=3%¥-4~-16 — Punto(-1, 6;0)
Coneleje Y — Nocortaeleje Y, pues x=0 no esta en el dominio.

e Asintota vertical: x=0

lim f(x) =+, lim f(x)=+o0

x—0~ x—0"

Asintota oblicua:

x3+4_x+ 4
x? x?

= Yy =X esasintota oblicua.

. 4 . . .
Si x > +w, — >0 = Lacurvaestapor encima de la asintota.
X

22



) 4 . . .
Si X —>-o, — >0 = Lacurvaestapor encima de laasintota.
X

e  Puntos singulares:

(x) 3x2-x2—(x3+4)-2x_3x4—2x4—8x_x4—8x x(x3—8) x3 -8
- (X2)2 - x4 - x4 - x4 - x3

f(x)=0 = x*-8=0 = x®*-8 = x=38=2 - Punto(23)

Ejercicion®17.-
Estudia y representa la funcién:

Solucién:
e Dominio = R
e  Puntos de corte con los ejes:

Coneleje X » y=0 - x*=0 - x=0 — Punto(0,0)
ConelejeY » x=0 - y=0 > Punto(0,0)

e Asintotas verticales: No tiene.

Y
[ 7
| 4
\ P4
D I/’
P
i 4
A ,
l 7|
_lQ .y /ﬁ )
(&) O = 7] 4 t
/. —Z
yAREY
p4 4
4
g =0
/
1/ = Q
7 8
-+
Je=t

Rama parabdlica ( pues el grado del numerador es dos unidades mayor que el del denominador ).

lim f(x)=+0;  lim f(x)=+o0

X—>+0 X—>—o0

e  Puntos singulares:

(x) = 4x3(x2 +1)—x4 12X AX® +4x3 -2x>  2x° +4x% 2x3(x2 +2)

(x2 +1)2 ) (x2 +1)2 ) (x2 +1)2 ) (x2 +1)2

#(x)=0 = 2x3(x2+2)=0 = x=0 — Punto(0,0)

Y
A I
\[ 1P |
\ L1
"4
i
X
VRSOV 112 B34
—t
2
3
—4
4
=St
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