PENDIENTES MATEMATICAS CC.SS. | : PRIMERA PARTE (temas: 7,8,9,10)

TEMA 7: LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD - RAMAS INFINITAS

Ejercicio n° 1.-Sobre la gréafica de f(x), halla:

oo

N

x
N
S
B

[«

Solucién:

a) mf(x)=1 by limf(x)=1 ©) limf(x)=—0  d) limf(x)=+e0 e) limf(x)=-1

X—>+0 X—>—0 x—2"~ x—2* x—0
Ejercicio n° 2.- Representa los siguientes limites:

lim f(x) =+ lim f(x) = +o0
+ x—2~

X—2

Solucioén:

‘ /\

’ | ?2

Ejercicio n®3.-
4
Calcula ellimite dela funcién f(x):—x?+% en x=1 yen x =3.

Solucién:

. x* x) -1 1 1
Iim —-—+—=|=—+===
x—1 3 2 3 2 6

4
im| X X2 o735
3 2 >

x—3

Ejercicio n°4.-
Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién alaizquierday ala derecha
de x=3:

lim
X—3 X 2 _ 9
Solucioén:

. 1 .
o x2 -9 _>I<I—>ms(x—3)(x+3)

Calculamos los limites laterales:



lim
x—3~ X2 -9 x—3* x2 -9

\

Ejercicio n° 5.-Halla el limite siguiente y representa la informacién obtenida:

. x2+4x -5
lim 3 5
x=lx® —3x°+3x -1

Solucioén:

: x2 +4x -5 (x=2(x+5) . (x+5) /\
lim = lim = lim——= =+ ‘
x>1x% —3x% +3x -1 x>t (x-1)° X1 (x —1) |

Ejercicio n° 6.-Calcula los siguientes limites y representa la informacién que obtengas:

a) lim(2-x-x*)

X —>+0

3 2
b) Iim [X—+X——2x]
3 2

X —>—0

Solucién:

a) lim (2—X—X4)=—oo

X—>+00

3 2
b) lim [X+X—2X]:—oo
3 2

X—>—0

Ejercicio n° 7.-Halla los siguientes limites y representa graficamente los resultados que obtengas:

. 3x%+1
a) lim ———
XA)+30(2_X)
. 2-x°
b) lim
) X —>—00 Xz_l
Solucioén:
2
a) lim 3)(7+j=o -~
X—>+ao(2_x)
) \
b) lim 2% _ e
X—>—00 X2_1



Ejercicio n° 8.-

Dadalagréaficade f(x): \\ 8 ’I
T
p |
s
a) ¢ Es continuaen x=1? \ 2t
b)¢cYen x=2? \[ [ []] X
R 6114 -0

N

[

Si no es continua en alguno de los puntos, indica cual es larazén de la discontinuidad.

Solucién:
a) Si es continua en x =-1.

b) No, en x =2 es discontinua porque no esta definida en ese punto. Como si tiene limite en ese punto,
es una discontinuidad evitable.

Ejercicio n°® 9.-Averigua si la siguiente funcion es continuaen x =2:

2X si x<2
f(X):{x+2 si x>2
Solucién:
lim f(x) = lim (2x)=4
X—2" X—>2"
lim f(x)= lim (x +2)=4} Escontinuaen x=2 porque Iinlf(x):f(Z)

X—>2 X—2

f(2)=4

Ejercicio n° 10.-Halla las asintotas verticales de la siguiente funcidn y sitla la curvarespecto a
ellas:

2x +1
f =
()=

Solucién:

e x*-1=0 = x=-1; x=1.
Las asintotas verticales son x=-1 y x=1.

e Posicién de la curva respecto a ellas:

lim 22X+l im 2L \ \
x—>-1 (x —1)(x +1) x>-1" x2 1 : :
. 2x+1 . 2x+1 ! !
lim = -0 lim = o0 | ;
x—1" X2 -1 x—1" X2 -1 ' !

Ejercicio n®11.-
Halla las ramas infinitas, cuando x — +w, delas siguientes funcionesy representala
informacion que obtengas:

a) f(x)=(x+2)*
b) f(x)=x —x?

Solucioén:

a) lim (x+2)* = +0
X—>+00



b) lim (x - x2)=

X—>+00 \

Ejercicio n° 12.-Dada la funcién:

f(x) = x3-1

X +3

halla sus ramas infinitas, cuando x — +o ycuando X — -, yrepresentalos resultados
obtenidos.

Solucién:
3

.o x -1

lim = 40 \ /
x—o+0 X +3

. ox3-1

lim = 400

x—-0 X +3

Ejercicio n®13.-
Estudia el comportamiento dela siguiente funcién,cuando x — +« ycuando X — —w, y
representa las ramas que obtengas:

X +1
fix)=———
) 2x2 +2
Solucioén:
lim X2+1 -0 ~
X—>+00
2X° +2 ~
. X+1
lim =

x—>—0 2% 2 42

TEMA 8: INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

Ejercicio n° 1.-Consideramos la funcion:

Halla la tasa de variacion media en el intervalo [0, 2] eindicasi f(x) crece o decrece en ese
intervalo.

Solucién:

3_[—1j 1
T.V.M. [0,2]=f(22):2(0)=2 22 = 22=§=1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcién crece en ese intervalo.



Ejercicio n° 2.-

Utilizando la definicién de derivada, calcula f'(-1), siendo f(x)= 3x+1
Solucién:
3(-1+hj+1 _,
f(_l):“mf(—lJrh)—f( 1):Iim 2 2 _
h—0 h h—0 h
—3+3h+1+g -3+3h+1+2 3h
= lim 2 2~ Jim 2 — lim -2_ =
h—0 h h—0 h h-0 h
. 3h 3
=lim —=—
h—>0 2h 2

Ejercicio n° 3.-
Halla laderivadadelafuncién f(x)=2x?2, aplicando ladefinicién de derivada.
Solucion:

f'(X)=|imw=an(X+h)#

h—0 h h—0

_lim 2(x2 +h? +2xh)—2x2

2x% +2h% + 4xh - 2x*>

= lim
h—0 h h—0 h
2
_jim 207 4xh e h(2h £ 4x) lim(2h + 4x) = 4

h—0 h h—0

Ejercicio n°4.-Calcula la funcion derivada de:

a)f(x)=2x*-x?+1
b) f(x) = Inx

Solucién:
a) f'(x) = 6x? — 2x

b) ' (x):%

Ejercicio n®5.-Calcula f'(x) en cada caso:

3x?
a)f(X)=2x+3 b)f(x)zi/;-senx

Solucién:

, 6x(2x+3)-3x2-2 12x% +18x —6x> 6x2 +18x
a) f (x)= = =
(2x + 3y (2x + 3y (2x + 3y
b) f'(x) = x** -sen x




1

33x?

Ejercicio n° 6.-Halla la funcién derivada de:

sen x + 3/x - cos x

1
f'(x)= =x " *senx + x** .cos x =
3

f(x):(i%x2 +x)4

Solucioén:

f‘(x) = 4(3x2 + x)3 -(6x +1)

Ejercicion®?7.-
Escribe la ecuacidon de larecta tangentealacurva y = 2x°— 3x gue tenga pendiente —7.

Solucién:

o y'=4x-3

e Lapendiente delarectaes y'=-7 = 4x-3=-7T=>x=-1
e Cuando x=-1,y =5.

e Larecta sera:

y=5-7(x+1)=5-7x-7=-7x-2
Ejercicio n° 8.-Halla y representa graficamente los puntos singulares de la funcion:

f(x)=x*-2x?

Solucién:

x=-1 — Punto (-1,-1)
o f'(x)=4x° —4x =4x(x*-1)=0{x=0 — Punto (0,0)
x=1 — Punto (1-1)

e Hallamos las ramas infinitas:

lim (x4 —2x2)= +00 lim (x4 —2x2)= +o0

X—>+00 X—>—00

\ !

e A el

Minimo en (-1, -1) yen (1 —1); maximo en (0, 0)
Ejercicio n° 9.-Estudia donde crece y donde decrece la funcién:
f(x)=3+12x —3x?

Solucioén:



o f'(x)=12-6x
e Estudiamos el signo de la derivada:

12-6x=0 = x=2
12-6x>0 = 12>6X = 6x<12 = x<2
12-6x<0 = 12<6x = 6Xx>12 = x>2

e La funcion es creciente en (—wo, 2) y decreciente en (2 +) (y tiene un maximo en x = 2).

Ejercicio n°10.
Representa graficamente unafuncién f(x), delaque conocemos lo siguiente :

e Suderivadase anulaen (-1, —4) yen (1, 4).
e No cortaalos ejes.

o limf(x)=—c;  limf(x)=+wo

x—0" x—07"

e Tiene una asintota oblicua, que es y = 2x. Ademas:
{Si x > —o, lacurvaestapordebajo delaasintota.

Si x — +o, lacurvaestaporencimadelaasintota.

i Y
Solucidn: y

[«
N

No

’

/

A,
o |
Ejercicion®11.-
A partir de la gréficade f(x), di cudles son sus asintotas, indica la posicién de la curva respecto
a ellas y halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién:

A

Y

N~

Ui

=

VS)

[———




Solucion:
e Asintota vertical: x=-1
Posiciéon de la curva:

lim f(x) = +oc;

x—>-1"

lim f(x) = —oo

x—-1"

e Asintota horizontal: y =2

Posicién de la curva:
{Si X -, y>2

Si X—>+4w, y<2

e Lafuncién es creciente en (—wo, —1) yen (-1 + ).

Ejercicio n° 12.-Estudia y representa la funcion:

f(x)=x*—-2x2

Solucioén:

e Iim (x4 —2x2)= +00;

X—>+0 X—y—o0

e Puntos de corte con los ejes:

lim (x4 —2x2)= +00

Coneleje X » x*-2x*=0 = xz(x2—2)=0

x =—J2 — Punto(—/2, 0)

x=0 — Punto (0, 0)

x = —J2 — Punto(-/2, 0)

Conelee Y - x=0 —» y=0 — Punto(0,0)

Puntos singulares:

Xx=-1 — Punto (-1 -1

f'(x)=4x® —4x = 4x(x2 —1)=0

x =0 — Punto (0, 0)

x=1 — Punto (4, -1)

Gréfica:

S

=

f(x)=x"-2x°



Ejercicio n° 13.-Estudiay representa la funcion:

X
f =
() x2-1

Solucion:
e Dominio=R - {-1, 1}

e Puntos de corte con los ejes:
Conelee Y -» x=0 — y=0 — Punto(0,0)

2
Coneleje X - y=0 —

~—=0 > x=0 - Punto(0,0)
X° -1

e Asintotas verticales: x=-1,x=1

lim f(x)=+0;  lim f(x)= -0
x—-1" x—-1"

lim f(x)=—o0;  lim f(x) = +oo
x—1" x—1*

Asintota horizontal: y=1

lim f(x)=1 cony>1

X—>+0

limf( )=1 cony>1

X—>—00

e  Puntos singulares:

f,(X):Zx(xz—l)—x2~2x _2x® —2x-2x? - 2x

(x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2
f'(x)=0 = -2x=0 — x=0 — Punto(0,0)

e Gréfica:

co

(@)

=~

No

=

[@)

[ee]

2

J) ==

x -1



Ejercicio n°® 14.-Estudia y representa la siguiente funcién:

Solucioén:
e Dominio =R
e  Puntos de corte con los ejes:

Coneleje X » x=0 — 2x*=0 - Punto(0,0)
Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)

° Asintotas verticales: No tiene.

Rama parabdlica (pues el grado del numerador es tres unidades mayor que el del denominador).

lim f(x)=-+0; lim f(x)= -0

X—>+0

e  Puntos singulares:

f'(x)= 10x4(x2 +1)—2X5 -2x _10x° +10x* —4° _6x° +10x* _ 2x4(3x2 +5)
(X2 +1)2 (X2 +1)2 (XZ +1)2 (Xz +1)2

f(x)=0 = 2x*(3x2+5)=0 = x=0 — Punto(0,0)

. Gréfica:

Y
|
°T 1]
<
°T 1
Pl
T

X

8 lg b) ) 51 8
14
|
6
18

fo=25

10



TEMA 9: DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES.

Ejercicion®1.-
Las notas de 10 alumnos y alumnas de una clase en Mateméaticas y en Fisica han sido las
siguientes:

Matematicas 7 6 4 5 9 10 3 1 10 6

Fisica 8 6 3 6 10 9 1 2 10 5

Representa los datos mediante una nube de puntos y di cual de estos valores te parece mas
apropiado para el coeficiente de correlacion: 0,23; 0,94; -0,37; —0,94.

Solucién:

FISICA

10

8

6
4

2

2 4 6 8 10 MATEMATICAS

Viendo la representacién, observamos que el coeficiente de correlacion es positivo y alto. Por tanto, r =
0,94.

Ejercicio n° 2.-
En un reconocimiento médico alos nifios de un colegio, se les ha pesado, en kilogramos, y se les
ha medido, en centimetros. Aqui tienes los datos de los primeros seis nifios:

Estatura 120 | 110 | 140 | 130 | 125 | 115

Peso 25 30 35 25 20 20

Calculala covarianzay el coeficiente de correlacion. ¢ Cémo es larelacion entre las dos
variables?

Solucioén:
X, Y, X, y/’ XY,

120 25 14400 625 3000
110 30 12100 900 3300
140 35 19600 1225 4900
130 25 16900 625 3250
125 20 15625 400 2500
115 20 13225 400 2300
740 155 91850 4175 19250

e Medias:

11



o \/
4175
Oy =,\——
e Covarianza:

19250

Xy

o
r =

Desviaciones tipicas:

xy

91850

- 25832 =,/2864 =535

-123,33%2 =,/98,04 = 9,90

—-12333-2583=2272 — o, =2272

Coeficiente de correlacion:

22,72

Ejercicio n° 3.-
Se ha analizado en distintos modelos de impresoras cudl es el coste por pagina (en céntimos de

o0, 990-535

=043 — r =043

La relacion entre las variables es positiva, pero débil.

euro) en blanco y negro y cudl es el coste por pagina si esta es en color. La siguiente tabla nos da

los seis primeros pares de datos obtenidos:

a) Halla larecta de regresion de Y sobre X.
b) ¢ Cuanto nos costaria imprimir una pagina en color en una impresora en la que el coste por
pagina en blanco y negro fuera de 12 céntimos de euro? ¢ Es fiable la estimacion? (Sabemos

X:BYN

8

11

17

21

14

10

Y: Color

33

49

95

106

58

53

que r=0,97).

Solucioén:

a)
X; Yi X,-2 X;Yi
8 33 64 264
11 49 121 539
17 95 289 1615
21 106 441 2226
14 58 196 812
10 53 100 530
81 394 1211 5986

¢ Medias:

12



X =—=135

g ol

_ 394
=227 _ 6567
Y =%

Varianza de Xx:

, 1211

X

-1352 =19558

Covarianza:

Gy = % ~135-65,67 =11112

Coeficiente de regresion:

_ Oy 11112
62 1958

=5,68

Ecuacion de la recta de regresion de v sobre Xx:

y = 65,67 +568(x -135) — vy =568x -1101
b) y(12)=568-12-1101 — y(12)=5715céntimos de euro

Como la correlacion es alta, r=0,97, y x =12 queda dentro del intervalo de valores que tenemos, la
estimacion si es fiable. Si el coste de la pagina en blanco y negro es de 12 céntimos de euro, muy
probablemente costara 57,15 céntimos de euro imprimirla en color.

Ejercicio n°4.-
Un grupo de seis atletas ha realizado pruebas de salto de longitud y de altura. Las dos se han
puntuado en una escalade 0 a 5. Los resultados obtenidos han sido los siguientes:

X: Longitud 5 4 5 4 4 3
Y: Altura 4 4 5 3 4

a) Halla las dos rectas de regresion y represéntalas.
b) Observando el grado de proximidad entre las dos rectas, ¢cémo crees que serala correlaciéon
entre las dos variables?

Solucioén:

a)
Xi Y, X} y! XY
5 4 25 16 20
4 4 16 16 16
5 5 25 25 25
4 3 16 9 12
4 4 16 16 16
3 3 9 9 9
25 23 107 91 98

¢ Medias:

13



Desviaciones tipicas:

oy = %—4,172 =,/0,44 = 0,67
o, = ,/%—3,832 =0,498 = 0,71
6
e Covarianza:
98

o, =——417-383 =0,36
Xy 6

Coeficientes de regresion:

0,36
sobrex - m,, =—— =082
y 044
0,36
xsobrey » m,, =———=0,72
y ¥ 0,498

Rectas de regresion:
ysobrex — y=383+082(x-417) — y=082x+041
xsobrey — x=417+ 0,72(y - 3,83) - x=0,72y +141

x-141
= - =139x -196
y 072 y=1 1

¢ Representacion:

ALTURA

5

4
p4
3

- /

1 2 3 4 5 roNGITUD

b) La correlacion entre las dos variables no es demasiado fuerte, pues las dos rectas no estan muy

0,36 076

préximas. Comprobamos que el coeficiente de correlaciénes: r = — =
0,67-0,71

14



TEMA 10: DISTRIBUCIONES PROBABILIDAD. VARIABLE DISCRETA

Ejercicion®1.-

En una bolsa hay 3 bolas rojas, 5 blancas y 2 verdes. Hacemos tres extracciones con
reemplazamiento y anotamos el nimero total de bolas verdes que hemos sacado.

a) Haz unatabla con las probabilidades.

b) Calculala media y la desviacidn tipica.

Solucién:
a) Los posibles valores de x; son 0, 1, 2, 3. La tabla de la distribucion de probabilidad es la siguiente:

X 0 1 2 3

P 0,512 0,384 0,096 0,008

b) u=Zp,x, =06 —> wu=06

o=,Zpxt-u?=,/084-036=,/048=069 — =069

Ejercicio n° 2.-

Explica para cada una de estas situaciones si se trata de una distribucién binomial. En caso

afirmativo, identifica los valores de n y p:

a) El 2% de las naranjas que se empaquetan en un cierto lugar estan estropeadas. Se empaquetan
en bolsas de 10 naranjas cada una. Nos preguntamos por el nUmero de naranjas estropeadas
de una bolsa elegida al azar.

b) En una urna hay 2 bolas rojas, 3 blancas y 2 verdes. Sacamos una bola, anotamos su colory la
devolvemos ala urna. Repetimos la experiencia 10 veces y estamos interesados en saber el
nimero de bolas blancas que hemos extraido.

Solucion:
a) Esunadistribucion binomial con n=10, p=0,02 — B(lo; 0,02)

b) Esunadistribuciéon binomial con n=10, p :g - B(lo, gj

Ejercicio n°® 3.-

Se sabe que el 30% de la poblacion de una determinada ciudad ve un concurso que hay en
televisién. Desde el concurso se llama por teléfono a 10 personas de esa ciudad elegidas al azar.
Calcula la probabilidad de que, entre esas 10 personas, estuvieran viendo el programa:

a) Mas de 8.

b) Alguna de las 10.

Halla la media y la desviacion tipica.

Solucién:

Si llamamos x = "numero de personas entre esas 10, que estan viendo el programa", se trata de una
distribucién binomial con n=10, p=0,3 — B(10; 0,3).

a) p[x > 8]= p[x = 9]+ p[x =10]:

_ (18)0,39 07+ Gg)o,sl" =10-0,3°-0,7+0,3% =0,000144 — p[x > 8] = 0,000144

b) p[x >0]=1-p[x =0]=1-0,7" =0,972 - p[x > 0]=0,972

15



Hallamos la media y la desviacion tipica:
#=np=10-0,3=3 —> u=3

o=4npg =,/10-0,3-0,7=/21=145 - o=145

16



